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9. Centro de Massa e Momento Linear
0.1 O centro de massa
9.2 A Segunda Lei de Newton para um sistema de Particulas

9.3 Momento Linear
@ Momento Linear de um sistema de particulas

9.4 Colisdo e Impulso

9.5 Conservacdo do momento linear
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O centro de massa

@ E o ponto que se move como se toda a massa do sistema estivesse concentrada
nesse ponto e todas as forcas externas estivessem aplicadas nesse ponto




O centro de massa

@ Para o sistema de duas particulas mostrado na figura ao lado,

a posicdo do centro de massa é dada por Pom . ",
L Q-
mix1 + Mmoo P em k.
Mz, = mix1 + Moy — Ty =—"897¥—74—7— ‘
my + ma
em que M =mq +mgy .
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O centro de massa

@ Para o sistema de duas particulas mostrado na figura ao lado,

a posicdo do centro de massa é dada por Pom . ",
P ‘ ——— ’ ———————— D R e o————ﬂ
mix1 + Mmoo oA Fom %

Mxoyyn, = mix1 + moxs —  Ten =
mi + mg

em que M =mq +mgy

@ Se escolhermos a origem convenientemente, obtemos

Mzxep = mizy + moxs = my (0) + mod

ma
Lem

mi + mg
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O centro de massa
Generalizacdo

@ Para um sistema de N particulas em 3 dimensdes, temos 7

Mxey, = mix] + Mmoo + - +MNTN
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@ Para um sistema de N particulas em 3 dimensdes, temos 7
N
Mz, = mixy +moxg + -+ MNTN = E m;x; A
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O centro de massa

Generalizacdo

@ Para um sistema de N particulas em 3 dimensdes, temos 7
N
Mz, = mixy +moxg + -+ MNTN = E m;x; A
T
l:l FQ cm
1
N
emque M =3 ".",m;

@ Aplicamos a mesma ideia para as outras coordenadas

N
Mxem = E m;T;
i=1



O centro de massa

Generalizacdo

@ Para um sistema de N particulas em 3 dimensdes, temos 7
N
Mz, = mixy +moxg + -+ MNTN = E m;x; A
T
l:l FQ cm
1
N
emque M =3 ".",m;

@ Aplicamos a mesma ideia para as outras coordenadas

N N
=1 i=1



O centro de massa

Generalizacdo

@ Para um sistema de N particulas em 3 dimensdes, temos YA
N
Mz, = mixy +moxg + -+ MNTN = E m;T; A
Z:l F2 TCIH
&
N
emque M =3 ".",m;

@ Aplicamos a mesma ideia para as outras coordenadas

N N N X
=1 i=1 =1

@ Em notacdo vetorial

Centro de Massa

~

MFCIT\ = mIFI +m2F2 Pooe = E szz — ch = mcmi"i_ycmj_‘_zcmk
7

7/64




Exemplo: Centro de massa de uma molécula de agua

Encontre o centro de massa de uma molécula de agua

1 my=1,00u

104,5°
mo=160u

96,0 pm 2 my=1,00u
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Encontre o centro de massa de uma molécula de agua

@ Temos de calcular as coordenadas Zcm € Yem

N
+
3 > y
Tem = — m;T; Yem = — m;yq
M M
i=1 i=1
@ Ficamos com 1 my=1,00u
_ MH1TH1 T MH2TH2 + MOZO
Tem = 104,5°

mMH1 + Mu2 + Mo mo=16,0u

/ 52,25¢

96,0 pm 2 my=1,00u



Exemplo: Centro de massa de uma molécula de

Encontre o centro de massa de uma molécula de agua

@ Temos de calcular as coordenadas Zcm € Yem

1 1 — v
Tem = M Zmzxz Yem = H Z m;yq
i=1 i=1
@ Ficamos com 1) my=1,00u
g — MHITHL + MH2ZH2 + MoTo
cm = §
my1 + mu2 +mo mo=160u 1045
1,00u)(58, 8 1,00u)(58, 8 16, 0u)(0 3 /52,25:
_ ( u)( pm) + ( u) ( pm) + ( u)(0) — 6,53pm

1,00u + 1,00u + 16, 0u
96,0 pm 2 my=1,00u



Exemplo: Centro de massa de uma molécula

Encontre o centro de massa de uma molécula de agua
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Exemplo: Centro de massa de uma molécula

Encontre o centro de massa de uma molécula de agua

@ Temos de calcular as coordenadas Zcm € Yem

1 1w v
Tem = M Zmzxz Yem = H Zmiyi
i=1 i=1
@ Ficamos com 1) my=1,00u
_ MH1TH1 T MH2TH2 + MOZO
Tem = 104,5°
my1 + mu2 +mo mo=160u
1,00u)(58, 8 1,00u)(58, 8 16, 0u)(0 ) /52,25:
:( ,00u) (58, 8pm) + (1,00u)( pm) + ( u)( ):6,53pm

1,00u + 1,00u + 16, Ou
_ MH1YH1 + MH2YH2 + MoYo
Yem =
Mmy1 + MH2 + Mo
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Exemplo: Centro de massa de uma molécula de

Encontre o centro de massa de uma molécula de agua

@ Temos de calcular as coordenadas Zcm € Yem

1 = 1 = v
Tem = M Zmzxz Yem = H Zmiyi
i=1 i=1
@ Ficamos com 1) my=1,00u
g — MHITHL + MH2ZH2 + MoTo
cm = )
mMH1 + Mu2 + Mo mo=16,0u A
(1,00u)(58, 8pm) + (1,00u)(58, 8pm) + (16,00)(0) _ ) foaas
= =6, m .
1,00u + 1,00u + 16, 0u P g
_ MH1YHL + MH2YH2 + MoYo 960pm @&Prn=10u
Yem = .

Mmy1 + MH2 + Mo
_ (1,00u)(75,9pm) 4 (1,00u)(—75,9pm) + (16, 0u)(0)

1,00u + 1,00u + 16, 0u

= 0,00pm



Corpos macicos

@ Para um sistema de N particulas em 3 dimensdes, temos

~

Tem = Tem? + Yem] + Zcmk

@ As outras coordenadas s3o

N
_ Zi:1 mix;
fen ==
N Y
E:i=17niyi
ycm = T
N
. o Zi:l m;z; L
cm M /

x
em que M = vazl m;

Centro de Massa

. 1 L,
Tem = M § m;r;
i
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Corpos macicos

@ Para um sistema de N particulas em 3 dimensdes, temos

~

Tem = Tem? + Yem] + Zcmk

@ As outras coordenadas s3o

N
X T 1
Tem = —Z’L:}Jble — Tem = — /l’dm
Yy
> i]\il m;y; 1 /
o, = —————— E om = — d
Y M Jom =31 | M
> f\il m;z; L
Zem = —M /

x
em que M = vazl m;
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Corpos macicos

@ Para um sistema de N particulas em 3 dimensdes, temos

~

Tem = Tem? + Yem] + Zcmk

@ As outras coordenadas s3o

N
3 T 1
xcm:% _ xcm:M/mdm
Y
Zz]\ilmzyz 1/
cm:_— —— em = = d
Y M Y Vi yam
N
i—1 MiZi 1 L
Zcmzzzzl% — Zcm:M/de /

x
em que M = vazl m;

Centro de Massa

. 1 .,
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Corpos macicos

@ Para um sistema de N particulas em 3 dimensdes, temos

Tem = Tem? + Yem] + Zcmk

@ As outras coordenadas s3o

N
3 T 1
xcm:% _ xcm:M/mdm
Y
Zz]\ilmzyz 1/
cm:_— —— em = = d
Y M Y Vi yam
N
i—1 MiZi 1 L
Zcmzzzzl% — Zcm:M/de /

N
emque M =5 ", m;

Centro de Massa
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Densidade constante
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Corpos macicos
Densidade constante
@ Centro de massa
Tem = %/de

@ Podemos escrever a densidade como

_dm

p
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Corpos macicos
Densidade constante
@ Centro de massa
Tem = %/de
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dm
p= FiTa dm = pdV Yy
@ Dessa forma, podemos escrever
x
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Corpos macicos
Densidade constante
@ Centro de massa
Pem = %/de

@ Podemos escrever a densidade como

dm
p= FiTa dm = pdV Yy
@ Dessa forma, podemos escrever
x
Tem = i 7p(F) dV /
em = 37 pP\r T

@ Se a densidade é constante (p = M/V'), temos

. 1 . 1 1 1
rcmzv/rdV e xcm:V/de’ ycm:V/de’ Zcm:V/ZdV
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Exemplo: Centro de massa do semi-aro

Encontre o centro do semi aro mostrado. Ele tem raio R, massa M e densidade \ = ‘%’ constante.
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Exemplo: Centro de massa do semi-aro

Encontre o centro do semi aro mostrado. Ele tem raio R, massa M e densidade \ = ‘f%’ constante.

@ Podemos usar as relagdes

1
mcm—*
ycm——/ydm
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Encontre o centro do semi aro mostrado. Ele tem raio R, massa M e densidade \ = ‘f%’ constante.

@ Podemos usar as relagdes

1 A
mcm—— = ﬂ?cmZM x ds
ycm——/ydm
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Exemplo: Centro de massa do semi-aro

Encontre o centro do semi aro mostrado. Ele tem raio R, massa M e densidade \ = ‘f%’ constante.

@ Podemos usar as relagdes

1 A
Tem = —/ - Tem = i /z ds /ds:Rd{)

A
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Exemplo: Centro de massa do semi-aro

Encontre o centro do semi aro mostrado. Ele tem raio R, massa M e densidade \ = ‘%’ constante.

@ Podemos usar as relagdes

1 A
Tem = M/I dm == Tem = M/z ds ./ds:Rd{)

a0
Yem

Il
|
—
N
3
I
£
Il
<[>
—
<
&
/

X
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Exemplo: Centro de massa do semi-aro

Encontre o centro do semi aro mostrado. Ele tem raio R, massa M e densidade \ = ‘%’ constante.

@ Podemos usar as relagdes

Tem = i z dm — Tem = i z ds /ds:Rd{)
1 A
ycm=M/ydm e ycm_ﬁ/yds \R a0
e
@ Ficamos com ! *
AR? [T AR? [T
Tem = i cos 6 db Yem = —— sin 6 d6
0 M 0

X
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Exemplo: Centro de massa do semi-aro

Encontre o centro do semi aro mostrado. Ele tem raio R, massa M e densidade \ = ‘%’ constante.

@ Podemos usar as relagdes

1 A
Tem = M/I dm = Tem = i z ds /ds:Rd{)
1 A
yCm:M/ydm = ycmzﬁ/yds \R “
e
@ Ficamos com *
AR2 ARZ [T
Tom = —R cos 0 db Yem = ——— sin 6 d
M 0 0

@ Finalmente

ZTem =0 Yo = 2—— =2

AR? M ‘
i 7R e BN Tem = —J i/y‘iRsinH
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Exemplo: Centro de massa do semi-aro

Encontre o centro do semi aro mostrado. Ele tem raio R, massa M e densidade \ = ‘%’ constante.

@ Podemos usar as relagdes

1 A
mcm:M/m dm - Tem = i z ds ./ds:Rd{)
1 A
ycmzﬁ/ydm = ycmzﬁ/yds \R 46
‘\H
@ Ficamos com x
AR? ARZ [T
Tem = —— cos 6 db Yem = —— sin 6 d6
M
0 0 k x =R cos 0
ds= Rdo
@ Finalmente
0 2)\R2 M R? 2R — 2R !
— -9 =9 = __ Tem = — i SR sin 6
Tem Yem M <R M - cm . ] :/y i
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Exemplo: Centro de uma placa vazada

Considere uma placa de meta, fina e homogénea P, de raio 2R, da qual um disco de raio R foi
removido, como mostrado na Fig. Determine o CM da placa.
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Exemplo: Centro de uma placa vazada
Considere uma placa de meta, fina e homogénea P, de raio 2R, da qual um disco de raio R foi
removido, como mostrado na Fig. Determine o CM da placa.

N m1F1 + mQFQ

" em M

—/
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Exemplo: Centro de uma placa vazada
Considere uma placa de meta, fina e homogénea P, de raio 2R, da qual um disco de raio R foi
removido, como mostrado na Fig. Determine o CM da placa.

M+ Mot Ly M3T3 Mgty

r cm M/ cm M/l

—/

121 1" =21
7 ML, + MU,
o M+ M

—
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Exemplo: Centro de uma placa vazada
Considere uma placa de meta, fina e homogénea P, de raio 2R, da qual um disco de raio R foi
removido, como mostrado na Fig. Determine o CM da placa.

L, maT 4 maTh Ly M3T3 Mgty
Tem = T em = T
7= M7, + M7, miTi 4+ mars + maTs + myry
em M’ 4+ M mi + mg +mg + my
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Exemplo: Centro de uma placa vazada
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removido, como mostrado na Fig. Determine o CM da placa.
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B
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Exemplo: Centro de uma placa vazada

Considere uma placa de meta, fina e homogénea P, de raio 2R, da qual um disco de raio R foi
removido, como mostrado na Fig. Determine o CM da placa.

@ O CM do disco S estd em g = —R

@ O CM do disco C estda em o =0

@ Suponha que o CM da placa P estd em um ponto xp.
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Exemplo: Centro de uma placa vazada

Considere uma placa de meta, fina e homogénea P, de raio 2R, da qual um disco de raio R foi
removido, como mostrado na Fig. Determine o CM da placa.

@ O CM do disco S estd em g = —R

@ O CM do disco C estd em xc =0
@ Suponha que o CM da placa P estd em um ponto xp.

@ Podemos escrever

msrs +mpxp

6 AP,

rs+p = TC — — =0
* mg+mp
mgs mg
op=—"8,,="5p C
mp mp

(
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Exemplo: Centro de uma placa vazada

Considere uma placa de meta, fina e homogénea P, de raio 2R, da qual um disco de raio R foi
removido, como mostrado na Fig. Determine o CM da placa.

Y
@ O CM do disco S estd em xg = —R @ o P
r
@ O CM do disco C estd em xc =0 v J
@ Suponha que o CM da placa P estd em um ponto xp. y~
@ Podemos escrever S
mgrg +mpx ‘C\ T
Tsip = TC — sLs T RPIP »
mg+mp
y
mg mg ol
op=—"8,,="5p C
mp mp

usando ms/m, = 1/3, obtemos

(

CMs  CM¢ CMp 13 /64




A figura mostra uma placa quadrada uniforme, da qual quatro partes quadradas iguais
sdo removidas progressivamente dos cantos. (a) Qual é a localizacdo do centro de massa
da placa original? Qual é a localizacdo do centro de massa ap6s a remocdo (b) da parte
1; (c) das partes 1 e 2; (d) das partes 1 e 3; (e) das partes 1, 2 e 3; (f) das quatro
partes? Responda em termos dos quadrantes, eixos ou pontos (sem realizar nenhum
célculo).
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9. Centro de Massa e Momento Linear

9.2 A Segunda Lei de Newton para um sistema de Particulas
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A Segunda Lei de Newton para um sistema de Particulas

@ Embora o centro de massa seja apenas um ponto, ele se move
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A Segunda Lei de Newton para um sistema de Particulas

@ Embora o centro de massa seja apenas um ponto, ele se move
como uma particula cuja massa é igual a massa total do sistema

@ Podemos atribuir-lhe uma posicao, uma velocidade e uma acelera-
cao.

@ A equacdo que descreve o movimento do CM de um sistema de

particulas é

ﬁext = Mdcm J

@ Na equacdo acima

° let: Resultante de todas as forcas externas que agem sobre
o sistema

o M': massa total do sistema

® dcm: aceleracdo do CM do sistema.
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A Segunda Lei de Newton para um sistema de Particulas

@ Corpo macico: no exemplo, M é a massa do bastdo, e / \

—

Fext é a forca gravitacional J \

@ Explosdes: O CM dos fragmentos segue a mesma traje-
toéria parabdlica que o foguete teria seguido se n3o tivesse
explodido. As forcas internas da explosao ndao mudam a
trajetéria do CM.




Demonstracao da equacio: Fiey = Macm

A Segunda Lei de Newton para um sistema de Particulas

@ Para um sistema de n particulas, escrevemos

MTem = maT1 + mara + -+ + mpi,
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Demonstracao da equacio: Fiey = Macm

A Segunda Lei de Newton para um sistema de Particulas

@ Para um sistema de n particulas, escrevemos

MTem = maT1 + mara + -+ + mpi,
@ Derivando a eq. anterior, obtemos

Mo, = mit + mo¥a + -+ - + mp0y,

@ Derivando a eq. anterior, obtemos

Moy, = mydy + medy + -+ - + mydy,
—— ~——
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Demonstracao da equacio: Fiey = Macm

A Segunda Lei de Newton para um sistema de Particulas

@ Para um sistema de n particulas, escrevemos

MTem = mqT1 + mara + -+ + mpiy,

@ Derivando a eq. anterior, obtemos

MUepy, = mqth + mots + - - - + My,

@ Derivando a eq. anterior, obtemos

Mde, = midy + mads + - - - + mypan, :ﬁ1+ﬁ2+...+ﬁn

I Fy Fn

@ F; — forca resultante que atua na ¢—ésima particula
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Demonstracao da equacio: Fiey = Macm

A Segunda Lei de Newton para um sistema de Particulas

@ Considere por exemplo F (a forca resultante na particula 1)

ﬁl:ﬁ1’2+ﬁ1,3+ﬁ1,4+"'+ﬁ1,n + ﬁl,ext
——

forcas internas forcas externas
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A Segunda Lei de Newton para um sistema de Particulas

@ Considere por exemplo F (a forca resultante na particula 1)

ﬁl:ﬁ1’2+ﬁ1,3+ﬁ1,4+"'+ﬁ1,n + ﬁl,ext
——

forcas internas forcas externas
@ Para a particula 2, teriamos

ﬁg :F’271+F’273+F’274+"'+ﬁ2,n + ﬁ2,ext
\v/

forgas internas forcas externas

@ Para a i-ésimas particula
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Demonstracao da equacio: Fiey = Macm

A Segunda Lei de Newton para um sistema de Particulas

@ As forcas internas formam pares do tipo acdo-reacao

B s 4R
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Demonstracao da equacio: Fiey = Macm

A Segunda Lei de Newton para um sistema de Particulas

@ As forcas internas formam pares do tipo acdo-reacao
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Demonstracao da equacio: Fiey = Macm

A Segunda Lei de Newton para um sistema de Particulas

@ As forcas internas formam pares do tipo acdo-reacao

| o el

w
&
=

5

F3,
/é ’ 2
Fy (X 21
N e e e - ) M e e e e e — )
@ Da terceira lei de Newton temos
Fhy = —Fip
F,,=-F,;, = F3hn = —Fig3
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Demonstracao da equacio: Fiey = Macm

@ Do slide 18/64, temos

—

Maem = ma@y +mods + -+ mpdy, = Fy + Fo + -+ F,
~—— N~ ——

Py Fy F,

@ Porém o S o o
Fi=F2+Fi3+-)+ Fle
ﬁz = (ﬁQ,l + ﬁz,s +-)+ ﬁQ,ext
ﬁ:s = (ﬁ3,1 + 133,2 +-)+ ﬁS,ext

@ Note que

FitFot 4 Fp=
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Demonstracao da equacio: Fiey = Macm

@ Do slide 18/64, temos

@ Porém

@ Note que

Fi+Fy+ -

[ .

Maem, = ma@y +mods + -+ mpdy, = Fy + Fo + -+ F,
~—— N~ ——

o Fy F,

ﬁl = (ﬁ1,2 + ﬁ1,3 +--)+ ﬁl,ext
ﬁz = (ﬁQ,l + ﬁz,s +--)+ ﬁQ,ext
ﬁ:s = (ﬁ3,1 + 133,2 +--)+ ﬁS,ext

+ﬁn:(ﬁ1,2+ﬁ1,3+"')+(ﬁ2,1+ﬁ2,3+-~-)+(ﬁ3’1+ﬁ3,2+---)+~-~
+(ﬁ17ext+ﬁ27ext+"'+ﬁn7ext)
+ Iy =

1!
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Demonstracao da equacio: Fiey = Macm

A Segunda Lei de Newton para um sistema de Particulas

@ Temos portanto

—

M&cm = ﬁ1+ﬁ2—|——|—ﬁn = ﬁl,eXt_FF_:?,ext"i_"""F_:n’ext — Fext

ou seja, podemos escrever

Segunda lei de Newton para um sistema de particulas

Fext = Macm
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Dois patinadores em uma superficie de gelo, sem atrito, seguram as extremidades de
uma vara, de massa desprezivel. E escolhido um eixo de referéncia na mesma posicdo
que a vara, com a origem no centro de massa do sistema de dois patinadores. Um
patinador, Jodo, pesa duas vezes mais do que o outro patinador, Eduardo. Onde os
patinadores se encontram se

(a) Jodo puxa a vara para se aproximar de Eduardo?

(b) Eduardo puxa a vara para se aproximar de Jo3o?

(c) os dois patinadores puxam a vara?
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9. Centro de Massa e Momento Linear

9.3 Momento Linear
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Momento Linear

@ Vamos definir o momento linear

Momento linear de uma particula (Quantidade de movimento de uma particula)

p=mu (unidade SI: kg - m/s)
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dt — dt
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Momento Linear

@ Vamos definir o momento linear

Momento linear de uma particula (Quantidade de movimento de uma particula)

p=mu (unidade SI: kg - m/s)

@ Derivando o momento linear, podemos escrever

dp _dmv)  dv L dp

@ Se ﬁext =0 == p é constante

@ As relacdes abaixo sdo equivalentes:
F =ma = F =
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A figura mostra o médulo p = |p| do momento linear em funcdo do tempo ¢ para uma
particula que se move ao longo de um eixo. Uma forca dirigida ao longo do eixo age
sobre a particula. (a) Ordene as quatro regides indicadas de acordo com o médulo
da forca, do maior para o menor. (b) Em que regido a velocidade da particula esta
diminuindo?

26 / 64



Momento Linear de um sistema de particulas

@ Podemos estender a definicdo de momento linear para um
sistema de particulas

@ﬁ/v
Q\iﬁ
@T o

G/V

@\ Pn

Ds
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Momento Linear de um sistema de particulas

@ Podemos estender a definicdo de momento linear para um
sistema de particulas

= . P
P=pi+pa+ps+-+pn (3/
®\§4

3

172T ‘/Q

G/V

@\ Pn

Ds
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Momento Linear de um sistema de particulas

@ Podemos estender a definicdo de momento linear para um
sistema de particulas

. - D1
=p1+p2+p3s+---+0n (3/
P =m0 4 maty + mats + - - - + myy Q\iﬁ
D3
172T ‘/Q
o—=
@\ Pn

Ds

ol
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Momento Linear de um sistema de particulas

@ Podemos estender a definicdo de momento linear para um
sistema de particulas

oL . D1
=p1+p2+p3+--+Dn G/

P = mqt] + mats + mgtis + - - - + mp Uy %5'4

P3
@ J4 vimos anteriormente que ﬁgT ‘/Q
Cayg

@\ Pn

Ds

ol
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Momento Linear de um sistema de particulas

@ Podemos estender a definicdo de momento linear para um
sistema de particulas

S L . 2
P=pi+pa+ps+-+pn (3/
P= miU1 + motiy + m3gts + -+ + my,Up %5'4
P3
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Momento Linear de um sistema de particulas

@ Podemos estender a definicdo de momento linear para um
sistema de particulas
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Momento Linear de um sistema de particulas

@ Podemos estender a definicdo de momento linear para um
sistema de particulas

5 . . - - b1
P=pi+p2+p3+ - +pn @/
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Segunda Lei de Newton para um sistema de particulas
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9. Centro de Massa e Momento Linear

9.4 Colisdo e Impulso
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Colisao simples
Colisdo e Impulso

@ Em uma colisdo

e a forca é de curta duracdo
o a forca tem um moédulo elevado
e provoca uma mudanca brusca no momento do corpo

Fo® L pu_ @y det:/f@dt
it dt . . di

ty tr
ﬁf—@:/ Fat — Aﬁ:/ Fat
ti t;

Teorema Impulso-momento

J=Ap

Taco Bola 35,64



Integracao da Forca
Colisao e Impulso

@ Se conhecermos F'(t), podemos calcular

ty ty ty R
:/ F.(t) dti+/ Fy(t) dtj+/ F.(t) dt k
t t t;

i i i

@ Muitas vezes n3o conhecemos F(), mas conhecemos seu valor : 4
médio ﬁmed . ; At
Foed At = /t ' F(t) dt .
@ Assim, temos
J = Fred At Finea ;
t



Um paraquedista, cujo paraquedas ndo abriu, cai em um monte de neve e sofre feri-
mentos leves. Se caisse em um terreno sem neve, o tempo necessario para parar teria
sido 10 vezes menor e a colisdo seria fatal. A presenca da neve aumenta, diminui ou
mantém inalterado o valor (a) da variacdo do momento do paraquedista, (b) do impulso
experimentado pelo paraquedista e (c) da forca experimentada pelo paraquedista?
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Colisoes em Série

Colisao e Impulso

@ Suponha que n projéteis colidem em um intervalo At
@ Suponha que cada projétil tem momento inicial p; e sofre uma variacdo de momento igual Ap’
por causa da colisao
@ A variac3o total de momento linear de n projéteis durante o intervalo de tempo At é
nAp

@ O impulso a que o alvo é submetido em um intervalo de tempo At é

J = —nAp
@ Podemos calcular a forca média que age no alvo durante as colisdes

FredAt = —nAp

_ Ap
med — —TLE

v
—
00000090
Projéteis

Alvo
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A figura mostra uma vista superior de uma bola ricocheteando em uma parede vertical
sem que a velocidade escalar da bola seja afetada. Considere a variacdo Ap do momento
linear da bola. (a) Ap, é positiva, negativa ou nula? (b) Ap, é positiva, negativa ou
nula? (c) Qual é a orientacdo de Ap'?
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9. Centro de Massa e Momento Linear

9.5 Conservacdo do momento linear
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Conservacao do momento linear

Segunda Lei de Newton para um sistema de particulas

—

P = constante = P = Py

@ Também podemos analisar em termos das componentes

F_‘;JGS’Z + ﬁy,resj"" F_:z,res]/;j = Pw'z + Pyj+ Pz]%

N3o confunda conservacdo do momento com conservacdo de energia
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Um artefato inicialmente em repouso em um piso sem atrito explode em dois pedacos,
que deslizam pelo piso apds a explosdo. Um dos pedacos desliza no sentido positivo de
um eixo z. (a) Qual é a soma dos momentos dos dois pedacos apds a explosdo? (b) O
segundo pedaco pode se mover em uma direcdo diferente da do eixo z? (c) Qual é a
orientacdo do momento do segundo pedaco?
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Exemplo: rebocador espacial

Um rebocador espacial e uma capsula de carga, de massa total M, viajando com velocidade inicial

|0;| = 2100km/h em relacdo ao Sol. Com uma pequena explos3o, o rebocador ejeta a capsula de carga.
Depois disso, o rebocador passa a viajar 500km/h mais depressa que a capsula. Qual é a nova velocidade
Urs do rebocador com relacdo ao Sol?

— U Ucs URs
—— = — - —_ - = —
Y 0,20M == 0,80M
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@ ou ainda
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Exemplo: explosao bidimensional

Ao explodir, uma bomba colocada dentro de um coco vazio de massa M, quebra o coco em trés pedacos
que deslizam em uma superficie. O pedaco C (massa 0,30 ) tem velocidade escalar final v = 5,0m/s.
(a) Qual é a velocidade do pedaco B (0,20M)? (b) Qual é a velocidade do pedaco A (0,50M)?
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9. Centro de Massa e Momento Linear

9.6 Momento e energia cinética em colisoes
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Momento e Energia Cinética em Colisoes

@ Sistema fechado e isolado: . .
Pr=DP

e Fechado: nenhuma massa entra ou sai do sistema (massa é conservada)
o Isolado: nenhuma forca externa produz variacdo de energia no sistema
o E a energia?
o Se a energia cinética total ndo é alterada (conservada): colisdo elastica
e Se a energia cinética total é alterada (ndo conservada): colisdo inelastica
o O caso de maior perda de energia cinética, € o caso em que os dois corpos permanecem
juntos: colisdo perfeitamente ineldstica
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Colisoes Inelasticas em Uma Dimensao

Momento e Energia Cinética em Colisdes

@ Considere a situacao abaixo

U1 Ua; _ U1f U f
antes  —p —_— depois —_ —_—
T X
mp ma myp ma

@ Podemos escrever a lei de conservacao do momento linear para o sistema
como

B =7
Dii + Pai = Dif + Doy
mivy1; + Moy = myvyy + maUay
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Colisoes Perfeitamente Inelasticas Unidimensionais

Momento e Energia Cinética em Colisdes

o Considere a situacdo abaixo
T =0
antes — 2 depois —

my ma mi +ma
@ Neste caso, vy; = 0 (alvo). Apés a colisdo, os corpos se movem juntos com
velocidade V.
@ Podemos escrever
P, = Py
P1i = D1y + Doy
mqvy; = m1V + m2V

my
V= —V1;
mq + mo
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Velocidade do centro de massa

Momento e Energia Cinética em Colisdes

@ Em um sistema fechado e isolado, a velocidade ., do sistema

~ . .~ Vi Vem V5 =0
ndo pode variar em uma colisdo — 07
1 \\‘ 2
@ Para obter o valor de ¥,,,, vamos voltar ao sistema de dois —_— x\—%

corpos

-ﬁ = MTe, = (ml + mQ)Ucm

@ Como P é conservado: P = ]31 = ﬁf. Desta forma I
- . N . . . \ V=?m
P = pii + p2i = piy + pay = (m1 + ma)Uem, I o> k
7 = Pui+ P2 Pif + Doy T ‘@\_D
(m1 + mz) (m1 + m2) !
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O corpo 1 e o corpo 2 sofrem uma colisdo perfeitamente inelastica. Qual é o momento
linear final dos corpos se os momentos iniciais sdo, respectivamente, (a) 10kg-m/s e 0;
(b) 10kg - m/s e 4kg - m/s; (c) 10kg - m/s e —4kg - m/s?
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Exemplo: Conservacdao do momento de um péndulo balistico

Um péndulo balistico de massa M = 5, 4kg é atingido por uma bala de massa m = 9, 5g que fica

incrustada na madeira. O CM do sistema atinge uma altura de h = 6,3cm. Qual era a velocidade da
bala antes da colisdo?
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Um péndulo balistico de massa M = 5, 4kg é atingido por uma bala de massa m = 9, 5g que fica

incrustada na madeira. O CM do sistema atinge uma altura de h = 6,3cm. Qual era a velocidade da
bala antes da colisdo?

@ Vamos supor que durante a colisdo, o sistema estd isolado e o
momento linear total é conservado

@ Podemos usar

m
v
m+ M

@ A energia mecanica do sistema bala-bloco-Terra é conservada

E; = E;
1

5 (m+ M)V? = (m+ M)gh

M
o Obtemos | v = 2% /2g% — 630m /s
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9. Centro de Massa e Momento Linear

0.7 Colisdes elasticas em uma dimensio
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Colisoes elasticas em uma dimensao

@ Em geral, as colisdes que acontecem no mundo macroscépico sdo inelasticas

@ Porém, podemos supor que algumas s3ao s3o aproximadamente elasticas

Colisdo elastica

Nas colisGes elasticas, a energia cinética dos corpos envolvidos na colisdo pode
variar, mas a energia cinética total do sistema permanece a mesma.
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Alvo Estacionario

Colisdes elasticas em uma dimens3o

@ Considere a situacdo abaixo

—

Vii

antes My 5, depois %
Voi =
—= X X
m m, m; my

@ Podemos escrever a lei de conservacdo do momento linear para o sistema como

— —

P, = Pf =  M1V1; = M1U1f + Moy

@ Se a colisdo é elastica, a energia cinética também é conservada

1 1 1
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Alvo Estacionario
Colisdes elasticas em uma dimens3o

@ Considere a situacdo abaixo

— — —

antes i, Ty =0 depois _Vif _Vﬁf
— = X X
m m, m m
@ Podemos reescrever as equacdes anteriores como
m1(vi; — vif) = Mavaf (1)
my(vi; — vi;) = movy (2)
@ Podemos escrever a Eq.(2)
m1 (v — vif) (V1 + vig) = maovd; (3)
@ Dividindo a Eq.(3) pela Eq.(1) obtemos
‘U1i+U1f:U2f‘ (4)
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Alvo Estacionario

Colisdes elasticas em uma dimens3o

@ Considere a situacdo abaixo

— — —

Vi i Vi Vor
antes _____ Uy =0 depois

—a X X
m; my my my

@ Isolando ¢ na Eq. (4) do slide anterior, e substituindo na Eq.(1), obtemos

mi1 —ma

— 5
v m1-|-m2vlz (5)

@ Isolando v;s na Eq. (4) do slide anterior, e substituindo na Eq.(1), obtemos

le

= ——V1
mi + ms

’U2f
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Alvo Estacionario

Colisdes elasticas em uma dimens3o

Vi N : Vif Vor
antes ____ Vs =0 depois —_ —
— X X
my my my my
mi1 — 1mo 2m1
Vif = V15 Vaf = V15
! my1 + mo ! my + ma

@ Massas iguais (m; = my):
Ulf =0 e ’Ugf = V14

@ Alvo pesado (mg > my):
2m1
Vi R —U1; € Ugp = 7m2 V14
@ Projétil pesado (my > mo):
Vif RV, € Vo = 2v14
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Alvo em movimento

Colisdes elasticas em uma dimens3o

@ Podemos escrever a lei de conservacdo do momento linear para o sistema como
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Alvo em movimento

Colisdes elasticas em uma dimens3o
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Alvo em movimento

Colisdes elasticas em uma dimens3o

@ Podemos escrever a lei de conservacdo do momento linear para o sistema como

—

P =P

M1V + MoV = M1V1f + Moy
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Alvo em movimento

Colisdes elasticas em uma dimens3o

@ Podemos escrever a lei de conservacdo do momento linear para o sistema como

B P
M1V + MoV = M1V1f + Moy
my (Vi — vip) = —ma (V2; — vay) (6)
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Alvo em movimento

Colisdes elasticas em uma dimens3o

@ Podemos escrever a lei de conservacdo do momento linear para o sistema como

B P
M1V + MoV = M1V1f + Moy
my (Vi — vip) = —ma (V2; — vay) (6)

@ Se a colisdo é elastica, a energia cinética também é conservada
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Alvo em movimento

Colisdes elasticas em uma dimens3o

@ Podemos escrever a lei de conservacdo do momento linear para o sistema como

B P
M1V + MoV = M1V1f + Moy
my (Vi — vip) = —ma (V2; — vay) (6)

@ Se a colisdo é elastica, a energia cinética também é conservada

K= K;
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Alvo em movimento

Colisdes elasticas em uma dimens3o

@ Podemos escrever a lei de conservacdo do momento linear para o sistema como

B P
M1V + MoV = M1V1f + Moy
my (Vi — vip) = —ma (V2; — vay) (6)

@ Se a colisdo é elastica, a energia cinética também é conservada
K, =Ky

2 1 2 1 2 1 2
§m17}1i + imgv% = §m1v1f + imngf
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Alvo em movimento

Colisdes elasticas em uma dimens3o

@ Podemos escrever a lei de conservacdo do momento linear para o sistema como

B P
M1V + MoV = M1V1f + Moy
my (Vi — vip) = —ma (V2; — vay) (6)

@ Se a colisdo é elastica, a energia cinética também é conservada

K, =Ky
2 1 2 2 1 2
§m17}1i + imgv% = §m1v1f + imngf
my (v1; — vig) (Vi +vip) = —ma (va; — vag) (v2i 4 vay) (7)
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Alvo em movimento
Colisdes elasticas em uma dimens3o

— —

Vii Voi
—
= —X
my my

@ Dividindo a Eq. (7) pela Eq. (6) (do slide anterior), obtemos
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Alvo em movimento
Colisdes elasticas em uma dimens3o

— —

Vii Voi
—
= —X
my my

@ Dividindo a Eq. (7) pela Eq. (6) (do slide anterior), obtemos

’ (v1i +v1f) = (v2i + v2f) ‘ (8)
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Alvo em movimento
Colisdes elasticas em uma dimens3o

— —

Vii Voi
—
= —X
my my

@ Dividindo a Eq. (7) pela Eq. (6) (do slide anterior), obtemos

’ (v1i +v1f) = (v2i + v2f) ‘ (8)

@ Isolando vay na Eq. (8) e substituindo na Eq. (6), obtemos
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Alvo em movimento
Colisdes elasticas em uma dimens3o

— —

Vii Voi
—
= —X
my my

@ Dividindo a Eq. (7) pela Eq. (6) (do slide anterior), obtemos

’ (v1i +v1f) = (v2i + v2f) ‘ (8)

@ Isolando vay na Eq. (8) e substituindo na Eq. (6), obtemos

mi — Mo 2mo
vif = V1§ + Vo4 9
1 mi + mo L mi + mo 2z ( )
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Alvo em movimento
Colisdes elasticas em uma dimens3o

— —

Vii Voi
—
_9 —X
my my

@ Dividindo a Eq. (7) pela Eq. (6) (do slide anterior), obtemos

’ (v1i +v1f) = (v2i + v2f) ‘ (8)

@ Isolando vay na Eq. (8) e substituindo na Eq. (6), obtemos

mi — Mo 2mo
= v1; + Vo 9
1 m1 + mo 1 my + Mo % ( )

@ lIsolando viy na Eq. (8) e substituindo na Eq. (6), obtemos
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Alvo em movimento
Colisdes elasticas em uma dimens3o

— —

Vii Voi
—
_9 —X
my my

@ Dividindo a Eq. (7) pela Eq. (6) (do slide anterior), obtemos

’ (v1i +v1f) = (v2i + v2f) ‘ (8)

@ Isolando vay na Eq. (8) e substituindo na Eq. (6), obtemos

mi — Mo 2mo
= v1; + Vo 9
1 m1 + mo 1 my + Mo % ( )

@ lIsolando viy na Eq. (8) e substituindo na Eq. (6), obtemos

2m1 mo — MMy
= V14 Vi 10
Vaf . 1’+m1+m2 2i (10)
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9. Centro de Massa e Momento Linear

9.8 Colisdes em duas dimensdes
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Colisoes em Duas Dimensoes

@ Quando uma colisdo n3o é frontal, a direcdo do movimento dos corpos é diferente antes e depois
da colisdo. Entretanto, se o sistema é fechado e isolado, o0 momento linear total continua a ser
conservado nessas colisdes bidimensionais:

Vy

my Vi o

N
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Colisoes em Duas Dimensoes

@ Quando uma colisdo n3o é frontal, a direcdo do movimento dos corpos é diferente antes e depois
da colisdo. Entretanto, se o sistema é fechado e isolado, o0 momento linear total continua a ser
conservado nessas colisdes bidimensionais:

ﬁ1i+ﬁ2i:ﬁ1f+ﬁ2f (11)

Vy
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X

my Vi o
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Colisoes em Duas Dimensoes

@ Quando uma colisdo n3o é frontal, a direcdo do movimento dos corpos é diferente antes e depois
da colisdo. Entretanto, se o sistema é fechado e isolado, o0 momento linear total continua a ser
conservado nessas colisdes bidimensionais:

ﬁ1i+ﬁ2i:ﬁ1f+ﬁ2f (11)

@ Se a colisdo também é elastica (um caso especial), a energia cinética total também é conservada:

Vy

mz/é
X

my Vi 1
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Colisoes em Duas Dimensoes

@ Quando uma colisdo n3o é frontal, a direcdo do movimento dos corpos é diferente antes e depois
da colisdo. Entretanto, se o sistema é fechado e isolado, o0 momento linear total continua a ser
conservado nessas colisdes bidimensionais:

Py + Py = Py + Py (11)
@ Se a colisdo também é elastica (um caso especial), a energia cinética total também é conservada:
K + Koy = K15 + Koy (12)

y

Vy

mz/é
X

¢

my Vi

N
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Colisoes em Duas Dimensoes

@ Quando uma colisdo n3o é frontal, a direcdo do movimento dos corpos é diferente antes e depois
da colisdo. Entretanto, se o sistema é fechado e isolado, o0 momento linear total continua a ser
conservado nessas colisdes bidimensionais:

Py + Py = Piy + Poy (11)
@ Se a colisdo também é elastica (um caso especial), a energia cinética total também é conservada:
Ky + Koy = Ky + Koy (12)
~ . y
@ Eq. (11) com relac3o ao eixo x
vy
M1V1; = M1 f €O 01 +mavay cos by
"y
X
—_—
my Vi L

N
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Colisoes em Duas Dimensoes

@ Quando uma colisdo n3o é frontal, a direcdo do movimento dos corpos é diferente antes e depois
da colisdo. Entretanto, se o sistema é fechado e isolado, o0 momento linear total continua a ser
conservado nessas colisdes bidimensionais:

ﬁ1i+ﬁ2i:ﬁ1f+ﬁ2f (11)
@ Se a colisdo também é elastica (um caso especial), a energia cinética total também é conservada:
K + Koy = K15 + Koy (12)
~ . y
@ Eq. (11) com relac3o ao eixo x
vy

M1V1; = M1 f €O 01 +mavay cos by

@ Eq. (11) com relagdo ao eixo y 2 /4
X

¢

0 = —myvissen 6y + mavays sen s m Vi

N
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Colisoes em Duas Dimensoes

@ Quando uma colisdo n3o é frontal, a direcdo do movimento dos corpos é diferente antes e depois
da colisdo. Entretanto, se o sistema é fechado e isolado, o0 momento linear total continua a ser
conservado nessas colisdes bidimensionais:

ﬁ1i+ﬁ2i:ﬁ1f+ﬁ2f (11)
@ Se a colisdo também é elastica (um caso especial), a energia cinética total também é conservada:
K + Koy = K15 + Koy (12)
~ . y
@ Eq. (11) com relac3o ao eixo x
vy

M1V1; = M1 f €O 01 +mavay cos by

@ Eq. (11) com relagdo ao eixo y 2 /4
X

0 = —myvissen 6y + mavays sen s m Vi g
@ Para Eq. (12) 1 1 1
§m1”%i = imlvff + §mgv§f le‘
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Suponha que, na situacdo da figura abaixo, o projétil tem um momento inicial de
6kg - m/s, uma componente z do momento final de 4kg-m/s e uma componente y
do momento final de —3kg - m/s. Determine (a) a componente  do momento final do
alvo e (b) a componente y do momento final do alvo.

y

4

ng
X

my Vi HI

N
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9. Centro de Massa e Momento Linear

0.9 Sistemas de Massa Varidvel
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Sistemas de Massa Variavel: Um Foguete
Calculo da aceleracdo

@ Temos de aplicar a segunda Lei de Newton ao conjunto formado pelo foguete e pelo
produtos rejeitados. A massa desse sistema n3o varia com o tempo!

/ Limite do sistema Va Limite do sistema
M v -avi M +adv v4dv
C— — |
U
X X

@ Conservacdo do momento implica que
P=P; = Mv=—-dMU+ (M +dM)(v+ dv) (13)
@ Velocidade Relativa
Vip =Vfp+Upr = (W4dv)=tra+U = U=v+dv— 1t (14)
@ Substituindo U na Eq. (13), obtemos

. dM d
—dM vl = M dv ‘—dt°—> — 3, Urel = Ml (15)
dt 60 /64



Sistemas de Massa Variavel: Um Foguete

Calculo da aceleracdo

Movimento relativo em duas dimensdes

o A coordenada 7p4 de P medida por A pode ser escrita como

o

@ Derivando Eq. (3) em relagdo a ¢

dipa _ dipp N drpa
o dt

- |’l7p‘4 = Upp + Upa | (4)

@ Derivando Eq. (2) em relagdo a ¢

ﬁBA = cte dt dt dt
=
xr

dipy _ dipp n dipa

13/15
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Sistemas de Massa Variavel: Um Foguete
Calculo da aceleracdo

/ Limite do sistema Ve Limite do sistema
M v -amM M +dv v+dv
C—— — ———
U
X X

@ Até aqui vimos que
dM dv

- Urel =

M=
dt dt

@ Note que

aMm

—— — taxa com a qual o foguete perde massa — =—-R

dt dt

@ Podemos escrever

dv
RUYQIZME:MCL

@ Empuxo do motor (T'): T = R vyl e



Sistemas de Massa Variavel: Um Foguete
Calculo da Velocidade

/ Limite do sistema Va Limite do sistema
M v -av M +av v+dv
C—> — C———
U
X X

@ Da Eq. (15), temos

dM
—dMuve = Mdv — dv= —vrelﬁ

@ Integrando ambos os membros, obtemos

vf My dM MZ
dv = —vpa —_— = Vf — Vi = Urel In —
v M; M

i
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Exemplo: Empuxo e aceleracao de um foguete

Um foguete cuja massa inicial M; é 850kg consome combustivel a uma taxa R = 2,3kg/s. A velocidade

Urel dos gases expelidos em relacdo ao motor do foguete é 2800m/s. (a) Qual é o empuxo do motor? (b)
Qual é a aceleracio inicial do foguete?

@ O empuxo é calculado como

T = Ryl = (2, 3kg/s)(2800m/s)
= 6440N ~ 6400N

@ A medida que o combustivel é consumido, M diminui e a aumenta. Como estamos
interessados no valor inicial de a, usamos o valor inicial da massa, M;

T  6440N
©= 3L~ Shokg 1 Om/s
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Reproduza as passagens de maneira independente!
Esta fazendo a lista?
Estude as referéncias!

e 6 6 o
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