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Séries de Poténcias

Uma série de poténcias € uma série da forma

o0

Z zt—a)"=co+c(zr—a)+e@—a)’+ - Fep(z—a)+---

em que a e os coeficientes ¢,, sdo constantes e x € uma variavel.
No caso especial em que a = 0, a série tem uma expressao mais
simples:

(e e}
chaz”:co+C133+62:C2+---+cn:U"+~--
n=0
No conjunto D = {z € R: >">° ; c,(x — a)™ é convergente } fica
definida uma funcgéao:

[e.e]

chx—a ,Vex € D

n=0
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Raio de Convergéncia de uma série de poténcias

Teorema 1

o
Dada uma série de poténcias Z cn(z — a)”, exatamente uma das
n=0

seguintes afirmagdes € verdadeira:
@ A série converge somente para z = a.
©@ A série é absolutamente convergente para todo z.

© Existe um nimero real R > 0 tal que a série é absolutamente
convergente para |x — a| < R e divergente para |z — a| > R.

O numero R é chamado raio de convergéncia da série de poténcias.

Nenhuma afirmagéo geral pode ser feita a respeito das extremidades
dointervalo Ja — R, a + R]. Essas devem ser testadas separadamente.

O conjunto dos z para 0s quais uma série de poténcias converge é
chamado intervalo de convergéncia.

Martha S. Monteiro (IME-USP) MAT0315 - Introdugéo a Andlise Aula 24 (03/12/2020) 3/14



Derivacao e integracao de séries de poténcias

Seja f(z) = > ca(x —a)", para |z — a| < R. Temos:
n=0

(a) Afungéo f é continua no intervalo aberto |a — R, a + R].
(b) Afungéo f é derivavel em Ja — R, a+ R[ e sua derivada é dada por

fl('r) :Cl+202(J/'—a)+3Cg(l‘—a)2-|-..._|_ncn(x_a)n—1_1_‘”

(c) Afuncao f é integravel e

/f(x)da: =K+ nz:;)/cn(x —a)"dx

para algum K.
As séries em (b) e (c) tém raio de convergéncia igual a R.
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Exemplo 1

Expansao em série de poténcias de In(1 + z)

. . . , 1
Nosso ponto de partida € que a derivada de In(1 + z) é o2 Para
|z| < 1 vale:

11
1+ 1—(—x)

Usando o teorema 2, podemos concluir que

1‘2 .%‘3 anrl

ln(l—i—.ﬁ):K+$—7+?—“'+(—1)n

Fazendo z = 0 obtemos K = In1 = 0. Portanto,

n=1

In(1+z) = i(—mﬂ%ﬂ, Vz €] —1,1] J
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Exemplo 2

Expansao em série de poténcias de arctg x

Sabemos que (arctgz) = 5. Para |z| < 1, vale a expansao

1+zx

1
1+$2 :1—;[)2-|-1;4_x6+_|_(_1)n1;2n+

Pelo Teorema 2, temos:

:L'3 335 nx2n+1
arct =K _— — ... -1
gz to— okt +(=1) 1

Fazendo = = 0 obtemos K = arctg 0 = 0. Portanto,

0 w2n+1
arctgz = Z(_l)nQTL—{— o VYo €] = 1,1
n=0

Martha S. Monteiro (IME-USP) MAT0315 - Introdugéo a Andlise Aula 24 (03/12/2020)



Séries de Taylor

Ja vimos: dentro do intervalo de convergéncia, uma série de poténcias
define uma fungao continua, com derivadas de todas as ordens.
Problema inverso: dada uma fungéao infinitamente derivavel, como
escrevé-la na forma de uma série de poténcias?

Suponha que, para |z — a| < R,
f(@) =co+ei(z—a)+ca(z—a)+cs(x—a)® +cs(z—a)t+--- Temos:
o f(a) = C0
@ Pelo Teorema 2, podemos derivar f e vale:
f'(x) = c1 +2ca(x —a) +3c3(x —a)? +4cq(x —a)® +5es(x—a)* +- -
Paraz =a: f'(a) = ¢
@ Derivando novamente:
f"(z) =2co +3-2c3(x —a) +4-3ca(x —a)®> +5-4es(x —a)® +---
_ f"(a)

Paraz =a: ¢y = 5

@ E assim por diante!
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Coeficientes de uma série de poténcias

Teorema 3

Se f(z) =3 2y cn(x —a)" para |z — a| < R entéo os coeficientes sdo
dados por

_ /™)

n!

Cn

Uma outra forma de dizer é:

Se f tem uma expansao em séries de poténcias em a entao

'(a "(a ®)(q
flz) = f(a)+f()(x—a)+f_()(x_a)2+f (a)

1 9! T a)’ +
n!
n=0
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Série de Taylor de f(z) =

Sabemos que para f(z) = e, todas as derivadas de f séo iguais, isto
é, f"(z) = e* para todo n. Para = = 0, temos f(")(0) = " = 1.
Portanto, a série de Taylorde f em 0 é

s (n)o x  n 2 3 4
n=0 ’

!
= n! 3!
Raio de convergéncia: tomando a, = | %7 | temos
ant1 _ |7 }
an ~ n+l 0
(n — o0)

Pelo critério da razéo, a série converge, qualquer que seja x. (R = o)

Para todo =z € R vale:
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Ainda a fungéo f(x) =

Para z = 1 obtemos:
oo

111
=D —1+1+ SRR S J

Exercicio: Encontre a série de Taylor de e* em torno de a = 2.
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Série de Taylor de f(x) = senx em torno de 0

f"(z) = —senz = f"(0) =0
/" (z) = —cosx = f"(0) = -1
F9z) = senz = fM0)=0

e as derivadas subsequentes seguem o0 mesmo padrédo. Portanto, a
expansao da série fica

$3 N $5 :137 L i( 1)n m2n—&—1
TR ] pa (2n+1)!

Para provarmos que o raio de convergéncia é R = oo, precisamos
usar a estimativa do resto de Lagrange para polinbmios de Taylor.
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Série de Taylor de f(x) = senx em torno de O -

continuagao

Recordando a formula do Polinémio de Taylor:

" (n)
f(x) = £(0) + f'(0)x + f2(!0)x2+_ ! n'( ) g + Ry ()

sendo R, (x) = % n+1 para algum c entre 0 e .

No caso da fung&o seno, qualquer que seja n tem-se | f" 1) (c)| < 1 e,
n+1
portanto, |R,(x)| < (ﬂ;! — 0, qualquer que seja .

Assim,
0 $2n+l
senx = -1
v ;( e

para todo x € R.
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Exercicios importantes

1. Encontre a série de Taylor em torno de 0 da fungao cosseno.
Determine o raio de convergéncia.

Resposta:

2?2 2t af
cost=1——+———+4---

21 41 6!
paratodo x € R
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Exercicios importantes

2. Encontre a série de Taylor em torno de 0 da fungéo f(x) = (1 + x)*,
sendo k£ um numero real qualquer. Determine o raio de convergéncia.

Resposta:
(1+ :1: Z ( >

O raio de convergéncia é 1.

NotagéO:<fl>:k:(k—1)(k—2)---(k—n+1)

n!

3. Encontre a série de Taylor em torno de 0 da funcao f(z) =

e o raio de convergéncia.
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