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@ Um problema importante que surge em diversas aplicacdes praticas é aquele
em que consideramos restricdes as varidveis de controle de uma equagio de
estado dada.

@ Sob tais condicoes ¢ importante saber quais estados podem ser atingidos em um
determinado intervalo de tempo e como sdo caracterizados os controles que
atuam em tais sistemas.

Nesta aula discutiremos a atingibilidade de estados com restricoes de controle e
posteriormente o Principio do Bang-Bang para controles escalares. Inicialmente
veremos que a controlabilidade de um dado sistema depende do conjunto de
controles admissiveis. Posteriormente veremos que em tais casos, o conjunto de
estados atingiveis sdo dados por controles do tipo Bang-Bang, ie., controles que
assumem valores extremos dentro daqueles permitidos.
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Conjunto atingivel

Considere o seguinte sistema de controle de estado
x(t1) = Ax(t) + Bu(r) (%)
onde x(1) € R" é o estado, u(r) € R" o controle, A € R"*" ¢ B € R"*" constantes.

Seja Q C R" o conjunto ao qual estd restrita a escolha das estratégias de controle. A
partir dele definimos o conjunto de controles admissiveis

Uaua(Q) = {ue L'([to,n;R) : u(t) €Q qtp [0, 1]}
Seja xo € R". O conjunto atingivel por xo é dado por
R(Q;to,)Co, 2‘1) = {Xl eR" : Jue Uad(Q)

tal que o estado u evolui x(fo) = xo a x(r1) = x1 }.

@ Veja que R(£2; o, x0,11) = R" quando 2 = R" e o sistema () é controlavel, ie.,
quando o posto da matriz [B AB ... A"~'B] é igual a n.
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Conjunto atingivel

Considere o sistema de estado () dado pelas matrizes

=(3) < 0=(s?)

para algum a € R.

Note que para qualquer a € R a matriz

HIRFE

possui posto 2. Dai concluimos que (*) é completamente controldvel para todo a.
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Escolha agora o = 0, xo = 0 e considere a bola de raio R > 0
Q={u(t) €R* : [lu())]| < R}.
Logo, pela féormula da variacdo das constantes temos que
t 1
x(r) = / ) Bu(s) ds = / “u(s)ds € R
0 0

Entao:
i) sea>0

1
R(;0,0,n) = {xeR®: || SR/ 019 g5}
0
= (xeR: |ul| <R -1} #£ R

Note que a restricdo dos controles implicam na restri¢do do conjunto de estados
atingiveis. Ainda assim temos

Uy, >0R(2;0,0,1) = R*.
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ii) Se a < 0 também temos

n
R(20,0,n) = {xeR: || SR/ 0= g5y
0

{x e R? : [lx]] < R|a|7l(1 -} # R>.

Mas nesse caso,

Uy >0R(€0,0,1) = {x e R* : ||x|| < Rla|™'}.

o Este exemplo ilustra precisamente como a restri¢do do conjunto de controles
pode afetar a controlabilidade da equac@o de estado (x). J
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Principio do Bang-Bang

Aqui estamos particularmente interessados na classificacdo dos problemas que sdo
solucionados por controles do tipo Bang-Bang, ie.

controles u € U,y () satisfazendo u(t) € 9Q qtp t € [to, 11].
Assuma:
e Q= a,b] com —oo < a,b < o0;
@ x(t) = Ax(t) + Bu(t) comx(t) € R", u(t) € R,A € R"*" e B € R" e assim
t
x(t) = 0 gy + / I Bu(s) ds.
fo
@ Note que se u € Uq(2), entdo u € integravel e limitado em [, 1,].

Considere agora o conjunto

S(Qs10,1) = {/tefAsBu(s) ds : u€ Uad(Q)} CR".

fo

Assim
x € R(Yt0,x0,1) <= (e Mx— e Mxp) € S(10,1). J
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Principio do Bang-Bang

Defina agora o conjunto de controles Bang-Bang
Up,(2) = {u € Uwa(Q) : u(r) € 00 qtp}
e o conjunto dos estados atingiveis por esse tipo de estratégia de controle

Ry (2510, x0,1) = {1 € R" : Ju € Up(2) que evolui x(0) = xo ax(r) = xi}.

Para qualquer ¢ € [to, T] temos

R(€2; 10, %0, 1) = Rpp (€25 10, X0, 7).

@ ‘O conjunto de estados atingiveis do sistema de estado (*) em [, T] com
condi¢do inicial xo € igual ao conjunto de estados atingiveis nas mesmas
condicdes mas realizados por controles do tipo Bang-Bang (controles u tais que
u(t) € 0N para todo 1).’
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Prova do teorema

Prova. E claro que Ry (; 10, X0, 1) C R(; 10, X0, ). Vamos provar a inclusdo
contrdria. Para tanto observamos inicialmente que é suficiente provar que:

Vx € S(2; 10, 1) existe i € Upp(€2) tal que

x=1(u) = /t e Baf(s) ds.

fo

(A1)

De fato, como x € R(; fo, x0,1) <= X = e 4x — e *0xy € S(Q; 10, 1) e supondo
(Af) verdadeira temos que Ju € Uy, (Q2) tal que I(z) = x. Dai,

7 = eA(t—tO)xO + eAth _ eA(t—tO)xO + eAtI(ﬁ)

A

I
A

t
('_'O)xo—i—/ eA('_S)Bﬁ(s) ds = x € Rpp(Q; 10, x0, ).

fo
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Prova do teorema

Veja inicialmente que a aplica¢do
!
I:Uw(Q) C L=([to,1];R) — R" : u — / e Bu(s) ds
é linear e continua na topologia fraca de L> ([to, 7]; R). A linearidade é clara pois

I(u+av) = /t e “B(u+ av)(s) ds

fo

/tefASBu(s) ds + o /t e Bv(s)ds = I(u) + al(v).

fo )

A continuidade segue da defini¢éio de convergéncia fraca em L ([to, 7]; R). Temos
que u, converge fraco para u em L* ([to, 1]; R) se s6 se

/Y un(s) o(s) ds — /ttu(s) o(s)ds Vo € L ([t0, 1]; R).

Ddi, se u, converge fraco para u em L* ([to, 7]; R) entéo

t t
I(u,) — I(u) = / e " Bu,(s) ds — / e ™Bu(s)ds — 0 quando n — +co

fo fo

jaque e B € L'([to, 7];R"). Logo I é continua.
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Prova do teorema

Provemos agora a afirmacdo (Af). Para tanto sejax € S(£; 1, ) e considere
M=1"{x})NUwu(Q) = {u € Uu(Q) : I(u) =x}
a imagem inversa de x pela aplicagdo /.

@ Note que M é o conjunto dos controles admissiveis que garantem a inclusdo de
x em S(2; to, ). Dai concluiremos (Af) se provarmos que existe

ueMn Ubh(Q).

@ Neste ponto usamos o seguinte resultado que é deixado como exercicio.

R(£2; 10, x0, 1) é convexo e compacto

Se 2 C R" é convexo e compacto, entdo R(€2; ty, xo, t) também o é.
P

@ Vejamos agora que R(S2; fo, xo, f) convexo e compacto implica S(£2; 7o, £)
convexo e compacto. Como

x € R(t0,x0,1) <= (e *x—ex9) € S(Q10,1)

temos que S(€2; 7o, t) € a imagem por uma transformac@o afim de R(2; 1o, xo, 7).
Dai, R(; 1o, xo0, t) é convexo e compacto, se e s6 se, S(€2; fo, ) 0 é.
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Prova do teorema

@ Agora, combinando a linearidade e continuidade de / com a convexidade e
compacidade de S(£2; 79, f) obtemos que o conjunto M também é convexo e
compacto na topologia fraca® de L ([to, #]; R). Primeiro note que M = I~ ' (x) é
limitado e fechado ji que Uq(£2) é limitado e / é continua, logo é compacto na
topologia fraca. Sejam agoraue v € I~'(x) e A € [0, 1]. Entdo

x=X+1=XNx=Mu)+ 1 -XNIv)=IAu+ (1 — X))

ja que I é uma aplicagdo linear. Logo Au + (1 — A\)v € M e M é convexo.

@ Pelo Teorema de Krein-Milman existe i € M que é ponto extremo de M,
ie., que ndo pode ser escrito como combinag@o linear convexa de qualquer dois
pontos de M. Veremos que isso implicard () € 99 qtp [fo, 11].

%ie., toda sequéncia limitada em L ([ro, 1]; R) possui
subsequéncia fracamente convergente.
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Prova do teorema

@ Vejamos entdo que i(t) € 9 = {a, b} qtp [to, 11]. Por hipétese Q = [a, D] é
um intervalo fechado e limitado. Suponha por contradi¢cao que
a(f) ¢ 9Q = {a, b} qtp. Entdo, 3E C [to, 1], |E| > 0°, tal que
u(s) € (a,b)Vs € E.

o Considere entdo
Ec={sc€E :aG)e(a+k " b—k "} k=12,..

Note que E = UiE; e assim ao menos um dos E satisfaz |E| > 0.
@ Logoexistee >0e F C Ecom |F| > 0tal que ii(s) € (a+¢,b—¢€) Vs € F.

Como |F| > 0 = L*°(F;R) possui dimensdo infinita temos que a aplicagdo

Ir : L (F;R) » R": v —~ /e_ASBv(s) ds
F

ndo € injetiva.

3 Aqui |E| denota a medida de Lebesgue de subconjuntos E C R.
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Prova do teorema

@ Assim Jv # 0 em L*°(F;R) tal que Ir(v) = 0. Estendemos v em [fo, #;] como

o v teF
V<t)_{ 0 t€n,n]\F

Entdo /(v) = 0.
e Sem perda de generalidade podemos supor [v| < 1. Assim
a<u(t)yxev(t) <b qtp = u(t) £ev(r) € Uu(Q).
@ Como [ é uma aplicagio linear e /(v) = 0 temos que
I(a(t) £ ev(r)) = 1) =x = u(t) £ev(t) € M.
Isso nos leva a uma contradicdo pois se i(t) & €v(t) € M

B= @) + ev(1) + %(ﬁ(t) _—

2
pode ser escrito como a combinagdo convexa de dois pontos em M. Mas isso é
falso ja que u é ponto extremo de M.

—

O
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Exercicios

Seja ¢ : R" — R” uma aplicagdo afim, ie. dada por ¢(x) = Ax + b paraA € R"*" e
b € R™. Mostre que se U C R™ é convexo, entio ¢~ (U) também é convexo.

Se 2 C R" é convexo e compacto, entdo R(€2; fo, xo, f) também € convexo e
compacto.
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