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As hipéteses envolvidas nas comparagdes entre as médias de duas
populagdes com distribuicdo normal podem ser escritas como:

Ho:py =pp ou  Ho:py—p; =0

H,:u, #u, ou  Hy:uy-u,# 0 (hipétese bilateral)
ou

H,:uy>u, Hy:py—u, > 0 (hipétese unilateral a direita)
ou

Hy:pqy <p, Hg:pg—u, <0 (hipétese unilateral a esquerda)

Porém, antes de compararmos as médias, precisamos saber se:
i) Asvaridncias sdo conhecidas? (Pouco comum...)

ii) Se sao desconhecidas, podemos considera-las iguais?
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5.3. COMPARACAO DE VARIANCIAS DE DUAS POPULACOES
O problema envolve duas popula¢des normais e independentes,
X1~N (1, 07) e X,~N(uy,03)

das quais retiramos amostras de tamanhos n; e n,, respectivamente,
com o objetivo de comparar suas variancias, que sao desconhecidas.

1) Hipdteses: Hy: 02 = 0% =02
H,:02# 0% (ouH,:02>0? ouH,: o?<0c%)
2) Estatistica do teste:
F =s?/s? (25)

que, sob H,, tem distribui¢do F(n, — 1, n, — 1), onde s? e s sdo
as variancias das amostras de tamanho n, e n,, retiradas das po-
pulacdes X; e X,, respectivamente.
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Por conveniéncia, s? é a variAncia numericamente maior e s2 é a
varidncia numericamente menor.

3) Na Tabua IV obtemos f., com v; = (n;-1) e v, = (n,-1) graus de
liberdade, tal que 0,05 = P(F > f,) e escrevemos a regiao critica
RC ={F € R:F > f_}, mesmo se H, for bilateral.

4) Com as variancias amostrais calculamos F,;. = s?/s3

5) Conclusao: se F,4. € RC rejeitamos H,, (ao nivel de significancia
a) e aceitamos a hip6tese H,: 0 # 65 como verdadeira.

Se F_,1- ¢ RC, aceitamos H, como verdadeira.
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Como o teste é baseado na distribuicao F-Snedecor, temos uma res-
tricdo na escolha do nivel de significancia para o teste: somente en-
contraremos valores criticos tabelados (Tabua IV) para testes unila-
terais a direita com a = 0,05 ou testes bilaterais com o = 0,10.

Nota: Sempre realizaremos testes bilaterais e o nivel de significancia
de 10%

Se ndo rejeitarmos Hy: 02 = 07 nds devemos calcular uma estimativa
da variancia comum as duas populacdes, combinando as duas esti-
mativas utilizando a férmula:

2 2
2 _(nqg — sy + (np — 1)s3
Scomum -

(26)

ng+ny,—2
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Exemplo 5.3. Num experimento com frangos de corte alojados em
boxes foram comparadas duas ragoes (A e B). Avaliou-se o peso
meédio (em kg) das aves dos boxes aos 49 dias de idade. Os resultados
encontrados foram os seguintes:

Racio A: [ 2,10 234 224 207 210 203 220
Racdo B: ‘ 1,89 192 185 182 196 194
Com base nesses dados nos podemos afirmar ao nivel de significan-

cia a = 10%, que os pesos dos dois grupos de aves sdo igualmente
homogéneos, isto é, tém varidncias iguais?

Resolucao:
e Hipoteses: Hy: of = 07 versus Hy: 0f # 0%

e Das duas amostras: sZ =0,0121 (n, =7) e s2=0,0029 (n, = 6)
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e Estatistica do teste: F = s? /s, que tem distribuicdo F(6; 5).
e a=0,10,da TabualV temos f. =4,95 = RC ={F € R: F > 4,95}
F.oe = 0,0121/0,0029 = 4,17.

Como F,q;. € RC(10%), ndo rejeitamos H,, e concluimos (o = 10%)
que as variancias dos pesos dos dois grupos de frangos sdo iguais.

e Uma estimativa da variancia (comum) dos pesos dos dois grupos
de frangos de corte é:
) (7-1)0,0121 + (6—1)0,0029
S =
comum (7+6—2)

=0,0079%g?
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5.4. COMPARACOES DAS MEDIAS DE DUAS POPULACOES INDE-
PENDENTES

As hipéteses envolvidas nas comparac¢des entre as médias de duas
populagdes com distribuicao normal podem ser escritas:

Ho: piy = pp (ou Hy: piy-pi, = 0)

H,:pq #u, (ou Hy: py—p, # 0) (hipétese bilateral)
ou

H,:pq > p, (ou Hy: py—p, > 0) (hipdtese unilateral a direita)
ou

H,: u; <y, (ou Hy: py-u, <0) (hipétese unilateral a esquerda)
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Se as variancias o7 e o7 forem conhecidas (pouco comum!) a esta-
tistica do teste é
_ (rr=x3)-(pu1—p2)

Z
2 2
91,92
ng ny

que tem distribuicdao N(0; 1).

E mais comum desconhecermos tanto as médias quanto as varian-
cias populacionais e antes de compararmos as médias, precisaremos
testar se as variancias das duas populagdes podem ser consideradas
iguais ou nao, usando o teste F definido na sec¢ao 5.3.
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A partir de amostras independentes teremos as informacgoes:

X;:n, elementos, média (X;) e variAncia amostral (s%)

X,: n, elementos, média (X,) e variAncia amostral (s3

5.4.1. COMPARACOES ENTRE AS MEDIAS DE DUAS POPULACOES
NORMAIS INDEPENDENTES COM VARIANCIAS DESCONHECIDAS
MAS IGUAIS.

Estatistica do teste:
_ (X1 —x2)—(u1—u2)

2 1 L)
\/Scomum(n1 o
2 Ve . . A . ~
onde s&,um € a estimativa da varidncia comum das duas populagdes

e calculada através de (26). Sob H, a estatistica T tem distribuicao t
com (n4 + n, - 2) graus de liberdade.

T

(29)
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Um intervalo de confianca para a diferenga entre as médias:

IC( py = 125 1007%) = (%, — %) * ¢ Jszomum (=+=) G0

ng na

onde t. é o valor critico obtido na Tabua I, tal que y = P(-t, < T < t,).

Com os dados do Exemplo 5.3 podemos afirmar (a = 5%) que as
aves alimentadas com a racdo A sao mais pesadas que as aves ali-
mentadas com a ragdo B?

Ja sabemos que as variancias dos dois grupos foram consideradas
uai u —0, . dias:
iguais e que s2,,,,m = 0,0079kg?%. Vamos comparar as médias

Hy: py = pp (0u Hy: pg —pp = 0)
Hy:pyg > pg (ouHy: py —ug > 0 (hipotese unilateral a direita)
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Das amostras:ny = 7,x, = 2,15kg eng = 6, x5 = 1,90kg
a=5%¢en,+ng—2=119l=> RC(5%) = {t € R|t > 1,796}

Estatistica do teste: t .4 = 215190 _ 5,06

0,0079(3+3)
Como t 4 € RC(5%) rejeitamos H, e concluimos que as aves ali-

mentadas com a racao A sdo mais pesadas que aquelas alimenta-
das com a ragao B.

Exemplo 5.4. As solucdes quimicas Q1 e Q2 foram comparadas
quanto ao valor do pH. A analise de 21 amostras da solu¢do Q1
acusou x; = 7,68 es; = 0,016, enquanto a analise de 31 amostras de
Q2 acusou x, = 7,23 e s, = 0,022. Ao nivel a = 1% de significancia,
podemos afirmar que as duas solugdes tém pH’s médios diferentes?
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12 Passo. Comparar as variancias das duas populagdes.
Hy:0f =0} versus Hg:ol # 0}

Estatistica do teste: F = s7/sZ, que sob H,, tem distribuicio F com
v;=31-1=30gl.ev,=21-1=20gl.
Fixando a = 0,10 (teste bilateral) e usando a Tabua IV temos f, =
2,04 = RC(10%)={F € R: F > 2,04}

_(0,022)%

Das amostras: F.4;. = (00162 1,89

Como F,4;. ¢ RC, nao rejeitamos H, e concluimos (a0 = 10%) que

as variancias do pH’s das duas solu¢des podem ser consideradas
iguais.
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Uma estimativa da variancia comum do pH das duas solugdes é:

. _ (31-1)0,02222+(21-1)0,0162
comum ~ (31+21-2)

=0,00039

22 Passo. Comparacao das médias das duas populagoes.

Hy: puq = puy, versus Hy: uqy # U, (teste bilateral)
Estatistica do teste tem distribuicao t com 21+31—-2 = 50 gl.
o =0,01, da Tabua lll: RC(1%) ={te R:|t|>2,678}.
(7,68-7,23)-0 0,45

\/0,00039(%+3i1) 0,00558

Das amostras: T4 = = 80,645

Como T,,. € RC(1%) rejeitamos H, e concluimos (o = 1%), que
os pH’s médios das solu¢des devem ser considerados diferentes.
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5.4.2 COMPARACAO ENTRE AS MEDIAS DE DUAS POPULACOES
NORMAIS COM VARIANCIAS DESCONHECIDAS E DIFERENTES

Caso a hipotese H,y: 62 = 62 sejarejeitada, ndo existe um teste exato
0 1 2
para comparar as médias das populagdes normais.

Um teste aproximado para comparar as médias utiliza a estatistica:

_ (X1—%2)—(u1—12)

2 2
51,52
nig n2

que tem distribuicao aproximada t-Student com v graus de liber-
dade, em que v é calculado pela Formula de Sattertwaite e tem a
seguinte expressao:

T*

(31)
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2
vV=—— 32

<£>2 <£>2 (32)
\n1)  \n2)

ni—1 np—1

Um intervalo de confianca aproximado para a diferenga entre as mé-
dias, u; e u,, pode ser obtido através da expressao:

2 2
51 52

LC."(u1—uz; 100Y%) = (%, — X)) £ t; (33)

nq ny

t. € o valor critico obtido na Tabua III, tal que y = P(-t;< T"<t;), com
T* ~ t,, em que o numero de graus de liberdade, v, é calculado com a
Formula de Sattertwaite.
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Exemplo 5.5. Queremos testar se os dois tipos de vigas de aco, A e
B, ttm a mesma resisténcia média (em t/cm?), ao nivel a. = 5% de
significancia. Avaliando-se 15 vigas do tipo A e 20 vigas do tipo B, os
resultados foram:

Viga n X s?
A 15 70,5 81,6
B 20 84,3 246,3

Resolucgao:
a) Comparagio das variancias: Hy: 03 = 05 versus H,: 0% # 04

F = s%/s%, que sob H,, tem distribuicdo F(19; 14) = fixando a =
0,10, da Tabua IV tem-se RC ={F € R: F > 2,40}
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F.qic = 246,3/81,6 = 3,02 € RC(10%) = rejeitamos H,, e conclui-
mos que as variancias das resisténcias dos dois tipos de vigas sdo
diferentes.

b) Comparacao das médias: Hy: uy = ug versus H,: iy # Ug

Como as variancias populacionais foram consideradas diferentes,
usamos na comparacdo de médias a estatistica T* que tem v =
315,24/10,10 =31 gl.

Para o = 5% temos t = 2,042 = RC(5%) = {T*e R: | T*| > 2,042}

(70,5-843) -0 -—1338
Das amostras: Ty = = =-3,28 e RC(5%) =
(81,6 246,3) 4,2137
15 20
rejeitamos H, e concluimos que as resisténcias médias das vigas
A e B sao diferentes.
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5.4.3 COMPARACOES ENTRE AS MEDIAS DE DUAS POPULACOES
NORMAIS QUANDO AS OBSERVACOES SAO PAREADAS

A comparacdo de médias de duas populagdes normais pode ser pre-
judicada pela acdo de fatores externos que nao podem ser controla-
dos pelo pesquisador.

Exemplo: Um tratamento com suplementacdo de alfafa (A), usado
na alimentacdo de coelhos pode ser considerado melhor que o trata-
mento sem suplementacdo (B), somente porque os animais que rece-
beram o tratamento A sdo mais novos que os animais que receberam
o tratamento B e ndo porque a suplementag¢do realmente melhora o
desempenho dos coelhos.

Este problema pode ser contornado utilizando-se pares de indivi-
duos homogéneos.
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Neste exemplo podemos utilizar pares de coelhos semelhantes
quanto a raca, ninhada, peso inicial, sexo e idade:

e Um dos coelhos de cada par é escolhido ao acaso e recebe o Trat-
A; o outro recebe o Trat-B.

Com isso conseguimos um maior controle de fatores secundarios
que podem influenciar os resultados da comparac¢do das médias.

Outro artificio, bastante utilizado em experimentos farmacéuticos,

consiste em fazer as observagdes da variavel nos mesmos individuos
antes e depois da aplicacdo do tratamento.
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Caso geral: Para comparar as médias de duas populacdes de dados
pareados X e Y, utilizaremos n pares de valores (x;; y;),i=1,2,...,n

e Definimos uma nova variavel: D = X-Y.

Consequentemente, ao invés de uma amostra de n pares de valo-
res (x;; ;) trabalharemos com uma amostra de n diferencas d;,
d,,..., d,, que usaremos na comparacao das médias das duas po-
pulagoes.

e Se asvariaveis X e Y tém distribuic6es normais entdo
D~N(up; a5 /n)

Com os dados amostrais nds calculamos as estimativas da média
e da variancia das diferencas utilizando:

-1 1
d=;21 1d; eSD_n_ n1(d )
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Qualquer hipétese feita sobre o parametro pu, corresponde a uma
hipétese feita sobre a diferenca das médias das populagdes X e Y.

Por exemplo, se D = X -Y, a hipotese H,: up > 0 corresponde a:

Hg:py — py >0 ou Hg: pux > py

e De um modo geral, as hipéteses podem ser escritas como:
Hy: up = 4o (onde yy é um valor numérico qualquer)
Ho:pp #4o ou  Hgipp>pe ou Hg:pp <py

e A estatistica do teste é definida como:

d—
T= \/ﬂ que sob H, tem distribui¢do t,_1)

slz)/n
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Um intervalo de confianc¢a para a diferenca de médias up = uy - uy,
com uma confianca y pode ser obtido através de:

IC(up; 100y%) = [cf —te/SE/n,d + tm/sg/n] (35)

onde t, é o valor critico obtido da Tabela Il tal que P(—t, < T < t,)
=y e T tem distribui¢ao t(,_1).
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Exemplo 5.6. Com o objetivo de testar (o = 5%) se a suplementagao
de alfafa aumenta o ganho médio de peso de coelhos em mais de
0,10kg, foram utilizados 8 pares de coelhos, resultando em:

Par ne 1 2 3 4 5 6 7 8
X (com) 0,72 090 0,67 083 067 093 080 0,75
Y (sem) 0,32 049 051 045 0,70 0,52 0,35 0,60

Resolucgao:
e Admitindoque: D = X —Y (Com — Sem)
e Vamos testar: H,: up = 0,10 versus H,: up > 0,10

d—o0,10

e Estatistica: T = , que sob H,, tem distribuigdo ¢
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e Tabua IlIl, para o = 5%, t. = 1,895 = RC(5%) = {teR: t > 1,895}.

Par ne 1 2 3 4 5 6 7 8

X (com) 0,72 090 067 083 067 093 080 0,75
Y (sem) 0,32 049 051 045 0,70 052 035 0,60
D=X-Y 040 041 0,16 038 -0,03 0,41 045 0,15

e Dasamostras:d = 0,29 e s3 = 0,0305
L, 029010
cale ™ [0,0305/8

Como t.4 € RC(5%) nos rejeitamos a hipotese H, e concluimos
ao nivel de 5% de significancia, que a suplementacgao de alfafa au-
menta o ganho médio de peso dos coelhos em mais de 0,10kg.

08
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e [C(up;90%)=10,29+1,895,/0,0305/8 =[0,17; 0,41] kg
Este intervalo contém o verdadeiro aumento de ganho médio de

peso de coelhos resultante da suplementagao com alfafa, com uma
confianca de 90%.
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