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Equacdes diferencias para probabilidades de transicao.

Para cadeia de Markov homogénea X (t) com tempo continuo
seja P;j(t) = P(X(s+1t)=j | X(s) =1). Ja provamos que essas
probabilidades satisfazem as seguintes relacdes

1—PiCh) P;;(h)

lim ——==wv;,, € Ilim
h—0 h h—0

= vipi; = ¢ij 9quando i 7~ j
O que em termos de derivada de probabilidades significa:

(Pa(0)) = —vi=—=> a; e (P;(0)) =gy quando i j

Precisamos achar as derivadas (P;(t))’, (P;(t)) para qualquer
t > 0. Usaremos as equacdes de Kolmogorov-Chapman

Pt +s) = ZPik(t)ij(s) para quaisquer s,t > 0.
k
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Equacoes diferencias para probabilidades de transicao.

Precisamos achar limite de incrementos: P;;(t+h)— P;;(t). Para
P;;(t + h) usaremos as equacdes de Kolmogorov-Chapman, mas

Pii(t+h) = Z Py (t)Pyj(h) para quaisquer h,t > 0.
k

= Zﬂ'k(h)ij(t) para quaisquer h,t > 0.
k

As duas abordagens oferecem equacdes de Kolmogorov diferen-
tes

forward usando P;i(t + h) = Z P (t) Py (h)
k

backward usando P;;(t+ h) = Z P (h) Py (t)
k
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Equacdes de Kolmogorov Backward.

Obtemos backward usando

Py(t+h) = Pu(h)Py(t)
k

logo

Pyt +h) = Py(8) = Y Pi(h) Piy(t) — Piy(#)
k

= P Py(®) — (1= Pu(h)) Py (1)
ki

im Lu+R) = Py(®) (Z P““h(h)ij(t) - [%%h)] H-j(t))

h—0 h h—0
k#i

PL(t)= Z Qi Prj (1) — vi Py (t)
ki

para todos estados 7,5 e tempo t > 0.
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Cadeia de Markov com dois estados.

Essa cadeia pode ser interpretada em termos de funcionamento
de uma maquina. Seja a maquina funciona durante o tempo
exponencial com a média 1/X\ depois quebra. O tempo de re-
paracao da maquina também pode ser representada como O
tempo exponencial mas com a média 1/u. Seja 0 estado que
representa o fato que a maquina esta funcionando e 1 maquina
quebrada. Acharemos as probabilidades P;;(t) para essa cadeia
como solucao das equacdes de Kolmogorov backward.

PL(t) = Z qik Prj (1) — viFi (1)
ki
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Cadeia de Markov com dois estados.

Notamos que para essa cadeia vo = A\, v1 = u,po1 = 1l,pio=1¢e
go1 = M\, q10 = p. Escrevemos as equacdes backward para Poyo(t)
e Pio(t):

Pi/j(t): Z Qi Prj (t) — vi Py (1)
ki
Po(t) = qo1P1o(t) — voPoo(t)

Pio(t) = q10Poo(t) — v1P1o(t)
O que dé

Pio(t) = AP1o(t) — APoo(t)

Pyo(t) = pPoo(t) — pPio(t)
para resolver noté que

1Poo(t) + APjo(t) =0
O que leva a equacao
1wPoo(t) + AP1o(t) = const.

Agora precisamos de condicdes iniciais. Supomos que X(0) =0
isso significa que Pypo(0) =1 e P1g(0) = 0. Obtemos const = u

pPoo(t) + APio(t) = = AP1o(t) = pu(1 — Poo(t))
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Cadeia de Markov com dois estados.

Voltando para primeira equagcdo Pj,(t) = APio(t) — APoo(t) e
lembrando que acabamos de achar a relacao APio(t) = u(l —
Poo(t)) obtemos

Poo(t) = pu(1 — Poo(t)) — APoo(t) = p — (1 + X) Poo(t).

para resolver essa equacao usaremos a substituicao h(t) = Poo(t)—
u/(\+ p) que satisfaz a equacao

W(t)=—-(A+wh() = ou #H@)/hE)=-\+pn),
0 que dé a solucdo h(t) = Ke~ MWt e Pyo(t) = Ke= ATt /(A4

1). Usando condi¢cdes iniciais Ppo(0) = 1 acharemos K e

A 7
Pan(t) = —(A+p)t
0o(t) Nt + Nt h

e de relacdo APio(t) = (1l — Pyo(t)) obtemos Pig(t)

__H F Ot
Pio(t) = — e Kt
10(t) R i
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Equacoes de Kolmogorov Forward.

Obtemos forward usando

Py(t+h) = Pu(t)Py(h)
k

logo

Py(t+h) = Py(8) = Y Pi(®)Pes(h) — Piy(#)
k

= P Py(h) — (1 = Py()) P (1)
k#j
im Lu R = Py(®) (Z Pik(t)P’”'h(h) - [i”(h)] Pm(t))

h—0 h h—0 h
k#j

Pit)="Y  Pi(t)ar; — v; Py (1)
k#j

para todos estados i,5 € tempo t > 0. Se podemos trocar soma
e limite: isso nao é sempre verdade neste caso.
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Probabilidades limites.

Em analogia com cadeias de Markov com tempo discreto pode-
mos tentar achar as probabilidades limites (P;)

P; := lim P;;(t)
t—00

supondo que limite existe e nao depende de estado inicial z. Para
derivar as equacoes para probabilidade limite usaremos equacoes
de Kolmogorov forward (a equacao backward leva a um caso tri-
vial): se limite existe é natural deduzir que a derivada da proba-
bilidade de transicao em parte esquerda da equacao de Kolmo-
gorov vai para 0. Assim obtemos seguinte equacdo (assumindo
também que podemos trocar limite e soma)

OZquij—’Ujf’j, e ZPj: 1.

k#j J
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Probabilidades limites.

1. Assumimos que as probabilidades limites existem. As condicdes
suficientes para essa existéncia, por exemplo, sao

(a) todos os estados sao comunicaveis: comecando de um
estado ¢ existe a probabilidade positiva de atingir es-
tado j, para quaisquer 7,5 € £ e

(b) cadeia de Markov é positiva recorrente: comecando
de qualquer estado o tempo médio de retorno neste
estado € finito.

Se essas condicoes valem, entao probabilidades limites exis-
tem e satisfazem equacdes

O:qujpk—vjljj, e ZPj =1.
k#£j J

P; pode ser interpretada como a fracao de tempo que o
processo passa em estado j.
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Probabilidades limites.

2. Equacdes 0 = Zk#j qr; P — vjP;, tem uma interpretacao:

;P; 1= taxa com qual o processo deixa o estado j

v
E Pyqi; = taxa com qual o processo entra em estado j
k73]

Assim equacdes estabelecem a igualdades dessas taxas para
cada estado. Por isso as equacdes chamam as vezes as
equacdes de balanco (global).

3. Quando probabilidades limites existem, falam que a cadeia
é ergodica. As probabilidade (P;) chamam também como
probabilidades estacionarias.
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