Estatistica de Redes Sociais

Complementos e exercicios preparatorios para a 212 aula.
7 de novembro de 2020

Os modelos e as questoes apresentadas a seguir terao um papel importante na 212 aula. Peco a todos os
estudantes do curso de Estatistica de Redes Sociais, que se empenhem em entender os modelos, trabalhando
nos exercicios, antes da aula. Esses complementos e exercicios tem como objetivo ajudar-nos a entender
as diferengas de comportamento da rede com pressao social nos casos em que a polarizacao é muito pequena
ou muito grande.

1. Seja N um ntimero inteiro estritamente positivo, e seja Zy = {—-N,—-N+1,...,—-1,0,+1,..., N—1, N}
o conjunto dos nameros inteiros entre —N e N. Para todo A\ € (—o0,+00), vamos definir a cadeia
(S))n>0 da seguinte maneira:

Escolhemos S arbitrariamente em Zy;
para todon > 1,
Sp =Sy 1+05, (1)
com os incrementos aleatérios O satisfazendo as seguintes condigoes:
O) €O ={-1,+1};
as varidveis aleatorias (O;)),>1 sdo independentes entre si (mas ndo tem a mesma distribuicio!);

para todo o € O,
eo sinal(z)

A A _ _
]P(On - O‘Snfl - Z) T A sinal(z) 4 e—A sinal(z)’

onde neste exercicio definimos

+1, se z > 0,
sinal(z) = ¢ —1, se z <0,

0, se z =0,
Na férmula [If usamos as convencao de que N+1=Ne —-N —1=—N.

Suponha que z # 0. Calcule

P(O) = sinal(2)|S)}_, = z)
para A positivo, negativo e nulo.
Comegando com S} = 0, tente entender como o valor de \ afeta o comportamento da cadeia ao
longo do tempo. Se puder, faga uma simulagao com N = 10 e descreva os comportamentos que
vocé observar.

Definimos a pressao

1 m
p* = lim —ZS}.
=1

m—o00 M 4

Como varia p* em funcdo do sinal e do valor absoluto de A? Em particular, quanto vocé acha
que vale pT>°, p~> e p?

Quais sao as diferengas observadas na evolugao da cadeia (S{})nzo nos casos em que A = 0 e
A= —00?
Lembre da discussao que tivemos no final da aula 20:

e Vamos discutir e sumarizar as diferengas entre o caso § =0 e 8 = +0o0.

e Sera que essas diferencas continuam existindo, nos casos extremos em que § > 0 mas proximo
de 0 de um lado, ou 8 < 400 mas muito grande?

e O que significa 8 ser muito grande?

Pense sobre como esse exercicio pode nos ajudar a entender essa discussao.

2. Vamos considerar um modelo de rede com pressao social com a seguinte restrigao: a pressao social
sobre cada um dos atores nao pode ser inferior a —N, nem superior a IV, onde N é o namero de atores
presentes. A vantagem desse modelo é poder fazer contas mais simples, livrando-se dos denominadores
complicados do modelo original. Vamos definir



An ={1,2,..., N}: conjunto de atores.
AN =Ay U {*}

e Vamos considerar as variaveis aleatorias (A2),>; com a seguinte interpretagio:

— flg =a € Ay, se no instante n o ator a emitiu uma opinido,
- AE = %, se no instante n ninguém emitiu opiniao.
e Como antes, 8 € [0, 400 é o parametro de polarizagao.
e O ={+1,—1}: conjunto de opinides possiveis.
e O € O: opinido que a rede emitiria no instante n, se algum ator se manifestar.
e Para todo a € Ay, definimos L? = max(m < n: A% = a).
e Definimos também L} = max(m < n: A8, = ).
e Para todo a € Ay, U (a) = D om=rLo+1 OB 1{AB # x}.
o Uf = (03, .., UZ(V).
o U, €Sy = {(u(1),....,u(N)) € (Zx)¥ : u(a) = 0, para algum a € Ay}.

A evolucao é assim definida: Para todo u € Sn,aeAn,0€ O,

IE”(OﬁJr1 =o, AQH =a|UP=u)= CePoula)

A 1 ou
P(Opiy =0, gy =+ | U =u) = 2 <1— Z Z Ce’ (b)> ;

o€ be AN

onde
1

2+ (N —1)[ePN + ¢ BN

C:

-5 - -
Un+1 = ﬂAﬁH,ogH (Ug)
As transformacoes

ﬁ'*’o : SN — SN

7~T'a70 Sy — SN,
onde a € Ay e o € O sao assim definidas:

Two(U) = u.

e
ub)+o ,seb#aeluld)+o| <N,
Ta,0(w)(b) = < u(b) ,seb#ae|ubd) +o| >N,
0 ,se b=a.

(a) Vamos simplificar a notagdo. Paraa € Ay, 0€ O, eu € SN, vamos usar a notacao

Qﬁ(o, alu) = Cefoula),

Q° (+lu) = QO (+1, #fu) + Q¥ (~1,xfu) = 1 - 3 37 Cefon®),

0€O beEAN
Encontre u € Sy tal que Q°(x|u) = 0. Quantas listas em Sy satisfazem essa condicio?
(b) Reciprocamente, encontre, se houver, as lista u € Sy que maximizam o valor de Q7 (x|u).

(c) E verdade que para todo a € Ay vale a igualdade
QP (+1,alu) = Q°(—1,a| — u)?

(d) Pensando nas desigualdades 1 e 2 demonstradas nas aulas anteriores, diga se a cadeia (U2),>0
possui uma medida de probabilidade invariante i*. De modo geral, diga quais sao as propriedade
que verificamos para a cadeia Uf), >0 que continuam verdadeira para a cadeia (U£),>0.



(e)

Estamos agora trabalhando com uma rede cuja lista de pressoes evolui no espago Sy. Assim
sendo, torna-se desnecessario utilizar o Algoritmo 1 para simular simultaneamente duas evolugao
de partindo de duas listas diferentes de pressoes.

Refaca o pseudo-codigo do algoritmo de simulagao simultanea das duas listas, agora sem usar a
parte que envolvia o Algoritmo 1.

Usando esse algoritmo simplificado, calcule um majorante para
PO =u) = @ (u)].

Compare esse majorante com aquele que obtivemos com o modelo de rede com pressdo social
original.

Seja f : Sy — R e seja v uma lista fixada em Sy. Verifique a seguinte igualdade:

FOPN =33 Q%0,av) f(Fao(v) + Q% (xv) f(v).

0€0 acAn

Se escolhermos a lista inicial v utilizando medida de probabilidade invariante i, a distribuicao
de probabilidade da cadeia permanecera igual a ji” em todos os instantes. Assim sendo, teremos
a seguinte igualdade:

Y W) = i) (Z > Qﬂ(OvaW)f(ﬁa,o(U))+Q5(*|”U)f(v)> :
vESN veSN o€ aEAN

Verifique que essa igualdade pode ser reescrita como

0= Z Z Z QB 0 a|U (7Tao( ) f(/U)}

veSy o€ acAn

Vamos supor agora que f : Sy — R seja assim definida:

acAN

Verifique que nesse caso, temos a seguinte equacgao:

0= 0 3 @ (03 1{|7,0(0)] < N} v(a)

veSN 0€0 acAn b#a



