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1. Introducao =
¢ Anteriormente, foram estudadas as situacdes em que um operador linear

T:V -V, definido em um espaco vetorial V' de dimensdo finita, é

diagonalizavel.

¢ No entanto, nem sempre a matriz A que representa esse operador €
diagonalizavel, ou seja, nem sempre existe uma base de autovetores B tal

que a matriz A (ou [T]g) do operador seja diagonal.

¢ Para varias aplicac0es, é suficiente que exista uma base E tal que a matriz
A tenha uma forma bastante proxima da forma diagonal =» chamada

Forma de Jordan.
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2. Numeros Complexos
DEFINICAO:

O conjunto dos numeros complexos pode ser definido como

C={z=a+bi;a,b e Rei?=—-1}

em que i € a solucdo da equacdo x? + 1 = 0. Como ndo existe n. real que
satisfaca essa equacao, i € chamado numero imaginario. Para um numero
complexo z: a é chamado de parte real (Re(z) =a) e b, de parte
Imaginaria (Im(z) = b).

O conjunto dos numeros complexos pode ser definido como uma extensao
dos n. reais =» numeros complexos podem ser somados, subtraidos,
multiplicados e divididos.
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Observacoes:

I. O complexo z € um nimero real se e somente se Im(z) = 0.

Re(z) =0

ll. O complexo z é um numero imagindario puro se € somente se {Im (2) %0

lii. O complexo z € nulo se e somente se Re(z) = Im(z) = 0.

Representacdo Geométrica:
eixo imaginario

4
P(a,b)
SCHE o} i ®
ol C-O”‘“P[ﬁ : z=a+bi
—
(0,0) a eixo real
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Igualdade de N. Complexos:

¢ Dadosz=a+biew=c+diiz=weSa=c;b=d.
Simétrico de um N. Complexo:

¢ Dado z = a + bi, seu simétrico € o nUmero: —z = —(a + bi) = —a — bi.
Conjugado de um N. Complexo:

¢ Dado z = a + bi, seu conjugado é denotado por: Z = a — bi.

5 LOB1037



Operacdes com N. Complexos:

Considerezy = a+biez, =c+di,z;,z, ECea,b,c,d ER.
¢ Adicdo:z; +z, =(a+c)+ (b+d)i.
¢ Subtracdo:z; —z, =2z;+(—2z,) =(a—c) + (b — d)i.
¢ Multiplicacdo: z; - z, = (ac — bd) + (ad + bc)i.

¢ Divisao:

N . , , _ 1 a—bi
= Dado z = a + bi, ndo nulo, seu inverso é o nimero: z~* = ~ = e
Z1 __ -1 A

— =212, COM z; nao nulo.

2
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Modulo de um N. Complexo:

¢ Dado z = a + bi, o modulo de z, representado por |z|, é a distancia do ponto
P(a, b) a origem do plano complexo:

eixo imaginario
|z| = +/a? + b?

—————— P(a,b)

b = |z|senB

-

a = |z|cos@ eixo real
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Representacéo Polar ou Trigonométrica:

r = |z
b
6 = arctan (—)

a

¢ Dadoz=a+ bi = z=r(cosf + isenf), com

Formula de Euler:

¢ Mostra a seguinte relacdo entre funcOes trigonomeétricas e a funcéo

exponencial:

el® = cos@ + isend
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3. Operadores Nilpotentes

DEFINICAO:

Um operador linear T:V — V (cuja matriz A do OL é quadrada de ordem

n) é dito nilpotente se existir k € N* tal que T* = 0 (A% = 0).

= O indice de nilpoténcia é o menor valor de k tal que A* = 0.

0

1

Exemplo: A= 0
\o

indice n.

_o O

o O

o O

o O

0 e uma matriz nilpotente de
nxn
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TEOREMA (1):

SeT:V - V,dim(V) = n, € um operador nilpotente de indice n, entdo existe uma

base E = {v{,v,, -+, v, } tal que:

0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
[Tl:=]10 1 0 0 0
0 0 0 1 0

Observacdo: Como T ¢é nilpotente de indice n, entdo existe v € V tal que
E={uTW),T*?®), -, T"1(¥)} é umabase de V.
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4. Forma Canonica de Jordan

DEFINICAO (i): Bloco de Jordan

Um bloco de Jordan é uma matriz quadrada de ordem n, triangular inferior, em que:
¢ Os elementos da diagonal principal sdo todos iguais;
¢ Os elementos imediatamente abaixo dessa diagonal sdo todos iguais a 1;

¢ Os demais elementos sao todos nulos.

A 0 O 0 O

1 42 0 0 O

Exemplo: J = O 1 /1 O 0
\O 0 0 A O/

0 0 O 1 A

nxn
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DEFINICAO (ii): Matriz na Forma de Jordan

Uma matriz esta na forma canonica de Jordan se ela e triangular inferior, com

blocos de Jordan ao longo da diagonal principal e os demais elementos todos nulos.

g
Exemplo: J =
0
A O
1 A
= Cada J® = :
0 0
0 0

0

J(.k)

nxn

o O
OOOO

i=1,..,k;:m<n, éumbloco de Jordan.
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EXEMPLOS

Sao matrizes na Forma de Jordan:

oS OO I~

o o~ O

trizes na Forma de Jordan:

40 sao ma

~

N
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TEOREMA (2):

Toda matriz A,,«,, € semelhante a uma matriz na Forma de Jordan. Ou seja: existe
uma matriz P, inversivel, tal que A = PJP~1, em que J é uma matriz na forma de

Jordan.

Objetivo: A partir de uma matriz conhecida A,,»,,, determinar as matrizes P e J que
satisfazem A = PJP~ 1.

TEOREMA (3):

Se p(x) =(x —A)%*(x —1,)% ...(x — A, )% € o0 polinbmio caracteristico da
matriz A, entdo m,(4;) (ou dim(S,,)) corresponde ao numero de blocos de Jordan

relativos ao autovalor 4;.
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Como determinar a matriz /J?

Matrizes A, : Analisar os possiveis polindmios minimo e caracteristico.
L pD=A-2DA -2, 4 # 1,

i p(A) = @A —24p)?
Matrizes Asws : Analisar os possiveis polindmios minimo e caracteristico.
L pD=QA-1)A—-2)A—23), 4 # A, # 43
. pD=A-21)A—-2)%4 # A,
i p(A) = @A —24p)°

=» Para matrizes de ordem n, com autovalores reais, A sera semelhante a uma
matriz /J, obtida de forma analoga as apresentadas.
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Como determinar a matriz P?

EXEMPLO

Se A = , encontre as matrizes J e P taisque A = PJP~ 1.

SO
oo O
= NO W
NN O W O
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S. Aplicacoes da Forma de Jordan

DEFINICAO: Exponencial Matricial

Seja f(x) = e* a funcdo exponencial =» a expansdo em serie de Taylor da
ia] 6 X = Y x™
exponencial é e* = Zn=05'v x € R.

Se A é uma matriz n X n, define-se por exponencial matricial a seguinte
expansao em serie:
(00

An

n!
n=0

exp(4) = e =
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Como resolver EDOs quando a matriz A
nao é diagonalizavel?

33

TEOREMA (4):

Se W € o espaco vetorial das solu¢cdes de uma EDO homogénea, entao
existe uma base composta pelas solucbes independentes da forma de
Jordan.

Implicacao:

Se F(t)=AF(t), F0)=F, e F() =[x(t) x(t) .. x,®)]F, entdo
F(t) = eA'Fy = PedtP~1F,, com A~J.

Observacdo: Se A é diagonalizavel «. A~D e F;(t) = v;e’it,
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EXERCICIOS %5

2 6 —15
1. SeA=<1 1 —5),encontreasmatrizesJePtaisqueA=PJP‘1.
1 2 -6
-1 0 0 1 3 5
]=<1 -1 0>;P=(0 1 0)
0o 0 -1 01 1

2. Encontre a solucéo geral do sistema: x f o
y =Py

at
F(t)=<C1eﬁt>:a:ﬁER
cre

2

3 1

_ X = EX + Ey
3. Encontre a solucao geral do sistema: ¢ 7 3 -
y=3xXx—3¥

1o, Vio,
[ c1e 2 "+ cpe 2
F(t) = /o /i,

cie 2 —cye 2

19 LOB1037



%

X = 2x

y=x+2y’ com x(0) = 1;y(0) = 2.

4. Encontre a solucéao do PVI: {

F o) = ( o2t )

te?t 4+ 2¢2%t

X=x+Yy

y=—x+ 3y,com x(0) = 1;y(0) = 2.

5.  Encontre a solucéo do PVI: {

te?t + eZt)
Fo -
(t) te?t + 2e%t

Xx=-9%+ 19y + 4z
6. Encontre a solucdo geral do sistema:{ y=-3x+7y+z .
z=—7x+17y + 2z
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7. Em um circuito LC, um indutor de indutancia L esta ligado em série com um capacitor de

capacitancia C. Sejam: i a corrente elétrica que circula no circuito; e g a carga no capacitor.

Sabe-se que a diferenca de potencial no indutor é L— e no capaC|tor . Inicialmente, a

corrente no circuito é iy e a carga no capacitor, g,. Encontre as expressc”)es para carga e

corrente em funcao do tempo, q(t) e i(t), respectivamente.

[ i(t) = qobsen(bt) + ighcos(bt)

fj_:;c q(t) = gocos(bt) +ZLsen(bt) '~ \LC
. - b
. ++++/+CI
ST g
&L “‘—,f”/—.q :
{ o0
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8. Considere o oscilador harmdnico descrito por um corpo rigido de massa m, preso a uma
mola cuja constante de elasticidade é k (k > 0). Suponha que ndo haja atrito e que a massa
da mola seja desconsideravel em relacédo a m. Sejam: u 0 deslocamento do corpo e v, sua
velocidade. Inicialmente, no instante t = 0, 0 corpo encontra-se deslocado de u, e em
repouso. Encontre as expressoes para velocidade e posicdo em funcao do tempo, v(t) e u(t),

respectivamente.

=

PN
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