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Roteiro

1. Componentes da mistura e densidade composta.

2. Introdução de uma variável latente vetorial discreta.

3. Densidades condicional, conjunta e marginal

reconstruída.

4. Função de log verossimilhança e possíveis

singularidades.

5. Estimação de GMM pelo algoritmo da

Esperança-Maximização (EM)
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Modelos de misturas de gaussianas

1.

p(x) =
K
∑

k=1

πkN (x|µk,Σk)

2. z: VA binária K-dimensional 1-de-K com zk ∈ {0, 1} e
∑K

k=1
zk = 1.

3. Função massa de probabilidade (fmp) da VA z é dada

pelos coeficientes da mistura

P{zk = 1} = πk

com as K + 1 condições 0 ≤ πk ≤ 1 e
∑K

k=1
πk = 1.
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GMM com as componentes gaussianas

PATTERN RECOGNITION and MACHINE LEARNING, Christofer M. Bishop, 2006, Springer
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GMM como uma densidade em si
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Massa de probabilidade da variável latente

1. Função massa de probabilidade (fmp) da VA z é dada

pelos coeficientes da mistura

P{zk = 1} = πk

com as K + 1 condições 0 ≤ πk ≤ 1 e
∑K

k=1
πk = 1.

2.

p(z) =
K
∏

k=1

πzk
k
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Densidade condicional

1.

p(x|zk = 1) = N (x|µk,Σk)

2.

p(x|z) =
K
∏

k=1

N zk (x|µk,Σk)
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Densidades conjunta e marginal

p(x, z) =p(z)p(x|z)

=
K
∏

k=1

πzk
k

K
∏

k=1

N zk (x|µk,Σk) (1)

p(x) =
∑

z

p(x, z)

=
K
∑

k=1

πkN (x|µk,Σk)

(2)
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GMM com variável latente

PATTERN RECOGNITION and MACHINE LEARNING, Christofer M. Bishop, 2006, Springer
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Densidades a posteriori

Pelo Teorema de Bayes, obtemos

γ(zk) ≡ p(zk = 1|x) =
p(zk = 1)p(x|zk = 1)
K
∑

i=1

p(zi = 1)p(x|zi = 1)

=
πkN (x|µk,Σk)
K
∑

i=1

πiN (x|µi,Σi)

(3)
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GMM de K = 3 componentes e N = 500 dados
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Grafo de GMM com N dados para treino

PATTERN RECOGNITION and MACHINE LEARNING, Christofer M. Bishop, 2006, Springer
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Função de verossimilhança de GMM

ln p(x|π,µ,Σ) =
N
∑

n=1

ln

[

K
∑

k=1

πkN(xn|µk,Σk)

]
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Singularidades na verossimilhança de GMM

Se µj = xn, com Σj = σ2

j I, a verossimilhança tem uma parcela

N
(

xn|xn, σ
2

j I
)

=
1

(2π)
D

2

1

σD
j

PATTERN RECOGNITION and MACHINE LEARNING, Christofer M. Bishop, 2006, Springer
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Esperança-Maximização (EM) para GMM

L =
∑N

n=1
lnG : log verossimilhança

G : GMM

Nk =
1

(2π)
D

2 det
1

2 (Σk)
exp

[

−
1

2
(xn − µk)

T
Σ

−1

k (xn − µk)

]

Gaussiana

Ak : Expoente de gaussiana

∇µk
L ≡

∂L

∂µk

=
∂L

∂G

∂G

∂Nk

∂Nk

∂Ak

∂Ak

∂µk

∂L

∂G
=

N
∑

n=1

1

G
,

∂G

∂Nk

= πk,
∂Nk

∂Ak

= Nk,
∂Ak

∂µk

= Σ
−1

k (xn − µk).
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Maximização (M) para as médias do GMM (1)

∇µk
L =

∂L

∂G

∂G

∂Nk

∂Nk

∂Ak

∂Ak

∂µk

∇µk
L =

N
∑

n=1

1

G
πkNkΣk

−1(xn − µk) = 0

N
∑

n=1

πkN(xn|µk,Σk)
∑K

i=1
N(xn|µi,Σi)

Σ
−1

k (xn − µk) = 0

N
∑

n=1

γ(znk)Σ
−1

k (xn − µk) = 0
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Maximização (M) para as médias do GMM (2)

N
∑

n=1

γ(znk)Σ
−1

k (xn − µk) = 0

µk

N
∑

n=1

γ(znk) =
N
∑

n=1

γ(znk)xn

µk =

∑N

n=1
γ(znk)xn

∑N

n=1
γ(znk)

µk =

∑N

n=1
γ(znk)xn

Nk
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Etapa M para as covariâncias do GMM (1)

∇Σk
L =

∂L

∂G

∂G

∂Nk

[

∂Nk

∂Fk

∂Fk

∂Dk

∂Dk

∂Σk

+
∂Nk

∂Ak

∂Ak

∂Σk

]

Fk =
1

Dk

, Dk = (2π)
D

2 det
1

2 (Σk).

∂Nk

∂Fk

= exp(Ak),
∂Fk

∂Dk

= −
1

D2
k

.
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Etapa M para as covariâncias do GMM (2)

∇Σk
L =

∂L

∂G

∂G

∂Nk

[

∂Nk

∂Fk

∂Fk

∂Dk

∂Dk

∂Σk

+
∂Nk

∂Ak

∂Ak

∂Σk

]

∂Dk

∂Σk

=(2π)
D

2

1

2
det−

1

2 (Σk)
∂ det(Σk)

∂Σk

=(2π)
D

2

1

2
det−

1

2 (Σk) det(Σk)Σ
−1

k

=
1

2
(2π)

D

2 det
1

2 (Σk)Σ
−1

k

=
1

2
DkΣ

−1

k .
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Derivada matricial do próprio determinante

B =
∂ det(A)

∂A

det(A) =
D
∑

j=1

(−1)i+jaijMij =
D
∑

i=1

(−1)i+jaijMij

B = adjT (A)

A−1 = det−1(A)adj(A)

B = det(A)A−T .
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Etapa M para as covariâncias do GMM (3)

∇Σk
L =

∂L

∂G

∂G

∂Nk

[

∂Nk

∂Fk

∂Fk

∂Dk

∂Dk

∂Σk

+
∂Nk

∂Ak

∂Ak

∂Σk

]

∂Ak

∂Σk

=−
1

2
(xn − µk) (xn − µk)

T ∂Σ−1

k

∂Σk

=
1

2
(xn − µk) (xn − µk)

T
(

Σ
−1

k

)2
.

∂L

∂G
=

N
∑

n=1

1

G
,

∂G

∂Nk

= πk,
∂Nk

∂Ak

= Nk,
∂Ak

∂µk

= Σ
−1

k (xn − µk).
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Derivada da matriz inversa

0 = I ′ = A′ ·A−1 +A ·
(

A−1
)

′

A ·
(

A−1
)

′

= −A′ ·A−1

(

A−1
)

′

= −A−1 ·A′ ·A−1
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Etapa M para as covariâncias do GMM (4)

∇Σk
L =

∂L

∂G

∂G

∂Nk

[

∂Nk

∂Fk

∂Fk

∂Dk

∂Dk

∂Σk

+
∂Nk

∂Ak

∂Ak

∂Σk

]

∇Σk
L =

N
∑

n=1

1

G
πk

[

DkNk

(

−
1

D2
k

)

1

2
DkΣ

−1

k

+ Nk ·

(

1

2
(xn − µk) (xn − µk)

T
(

Σ
−1

k

)2

)]

.
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Etapa M para as covariâncias do GMM (5)

∇Σk
L = 0

N
∑

n=1

πkNk

G
Σk =

N
∑

n=1

πkNk

G
· (xn − µk) (xn − µk)

T

N
∑

n=1

γ(znk)Σk =
N
∑

n=1

γ(znk) · (xn − µk) (xn − µk)
T
.

Σk =

∑N

n=1
γ(znk) · (xn − µk) (xn − µk)

T

Nk
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Etapa M para os coeficientes da mistura (1)

∇πk
L =

∂L

∂G

∂G

∂πk

Restrição:

K
∑

i=1

πi − 1 = 0

Lagrangiano: J = L+ λ

(

K
∑

i=1

πi − 1

)

∇πk
J =

∂L

∂G

∂G

∂πk

+ λ

∇πk
L = 0
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Etapa M para os coeficientes da mistura (2)

∇πk
J =

∂L

∂G

∂G

∂πk

+ λ

∇πk
L = 0

λ =−

N
∑

n=1

1

G
Nk = −

∑N

n=1
γ(znk)

πk

λ

K
∑

k=1

πk =
N
∑

n=1

∑K

k=1
πkNk

G
.

λ = −N.
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Etapa M para os coeficientes da mistura (3)

∇πk
J =

∂L

∂G

∂G

∂πk

+ λ

λ =−
N
∑

n=1

1

G
Nk = −

∑N

n=1
γ(znk)

πk

λ = −N.

πk =
Nk

N
.
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Algoritmo EM para GMM (i), (ii)

(i)Inicialize as médias µk, as covariâncias Σk e os

pesos das componentes πk e calcule o valor inicial da

log verossimilhança.

(ii)Etapa E: Calcule as responsabilidades ou

probabilidades a posteriori usando os valores atuais

dos parâmetros

γ(znk) =
πkN(xn|µk,Σk)
K
∑

i=1

πiN(xn|µi,Σi)
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Algoritmo EM para GMM (iii)

(iii)Etapa M: Reestime os parâmetros usando as

responsabilidades ou probabilidades atuais

µnova
k =

1

Nk

N
∑

n=1

γ(znk)xn

Σ
nova
k =

1

Nk

N
∑

n=1

γ(znk) (xn − µnova
k ) (xn − µnova

k )
T

πnovo
k =

Nk

N
,

sendo Nk =
N
∑

n=1

γ(znk).
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Algoritmo EM para GMM (iv)

(iv)Calcule a log verossimilhança

ln p(X|µ,Σ,π) =
N
∑

n=1

ln

[

K
∑

k=1

πkN(xn|µk,Σk)

]

e verifique a convergência dos parâmetros ou da log

verossimilhança. Se não for satisfeito o critério de

convergência, retorne à etapa (ii).
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