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. Componentes da mistura e densidade composta.

. Introducao de uma variavel latente vetorial discreta.

. Densidades condicional, conjunta e marginal
reconstruida.

. Funcao de log verossimilhanga e possiveis
singularidades.

. Estimacao de GMM pelo algoritmo da
Esperanca-Maximizacao (EM)
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odelos de misturas de gaussianas

p(x) = ZMN (x|, Xik)

2. z: VA binaria K-dimensional 1-de-K com z;, € {0,1} e
Zi{:l Pl — 1
3. Funcao massa de probabilidade (fmp) da VA z € dada
pelos coeficientes da mistura
P{z, =1} =my

comas K + 1 condigdes 0 < m, <1le >, m = 1.
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W& JGMM como uma densidade em si

(b)

05 0.5

AN -~ E/DN



assa de probabilidade da variavel latente

1. Funcao massa de probabilidade (fmp) da VA z é dada
pelos coeficientes da mistura

Plz, =1} = my

comas K + 1 condigbes 0 < m, <1e S, m = 1.

K
p(z)=]]=¢
k=1
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& JDensidade condicional

p(xlze = 1) = N (|py, i)

K
p(x|z) = HNZk (x| ey, )
k—1
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% jDensidades conjunta e marginal

p(z,z) =p(Z) (CBIZ)

(2)
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& JDensidades a posteriori

Pelo Teorema de Bayes, obtemos

p(zk = 1)p(x|z, = 1)

ZP p(@|z = 1)
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W& JGMM de K = 3 componentes e N = 500 dados
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uncao de verossimilhanca de GMM

K
Inp(zlm, p,B) = > In [y mN (@, )

n=1 L k=1
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ingularidades na verossimilhanca de GMM

Se pu; = x,, com3; = 032-1, a verossimilhanca tem uma parcela

1 1

@)% oF

N (a:n|acn, ajz-I) =

PATTERN RECOGNITION and MACHINE LEARNING, Christofer M. Bishop, 2006, Springer
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speranca-Maximizacao (EM) para GMM

L=>" _InG :log verossimilhanga
G : GMM

1 1
Ni, =

D 1 eXp __<wn —H )Tz_l(wn — M )
(27) % det? () 2 S ’

Gaussiana
Ay - Expoente de gaussiana

oL 0L 0G ONy 0Ag

L=—=
0L <1 0G ON; O A, 1
N T 2k N R s, — ).
oG G ON, ® 94, P ou,  H e
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aximizacao (M) para as médias do GMM (1)

9L 9G 0N, DA,

vV, L
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Zv(znk)zzl(fvn —py) =0
n=1

N N
23 Z V(2nk) = Z V(Znk )T

n=1 n=1

[, = 27]:7:1 W(an)wn

Z';]’val V(an)
1, — Zn:1 Y(2nk ) En
k N,
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tapa M para as covariancias do GMM (1)

OL 0G |ONy OF, 0Dy,  ONj 0Ag

= 9GON, |9F, 0D, 0%, | 9A, 0%,
Fk = i, Dk = (QW)%det%(Ek)
Dy
ONy,
OF,

Vs, L

OF}, |

= exp(Ag), 8—Dk - T2
k
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tapa M para as covariancias do GMM (2)

, _ OL 9G [ONy OF, ODy 0N, 0A,

Vel = 56N, |08, 0D, 05, 94, 0%,

GDk B Ql _% 8det(2k)
o, =(27) 2det (3g) 25

—(27)2 §det—%(zk) det(3,) 2!

/\

—=—(27) 2 det? (2} S}

N) +—lN>|+—L

=—Dp 3 "
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\& _#Derivada matricial do préprio determinante

~ 9det(A)
B = 0A
D
det(A) — Z(_ H_]aw Z Z+]azj
=1
B — ad’(A)

A = det™'(A)adj(A)
B =det(A)A ™",
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tapa M para as covariancias do GMM (3)

OL 0G |ONy OF, 0Dy,  ONj 0Ag

I —
Vel = 56N, |08, 0D, 05, 94, 0%,
0A, 1 r 0%}
5’—23;{ — 5 (wn Nk) (wn Hk) o3,
1 B
— a5 \n T Mg n — Mk g (Ek 1)2
5 (Tn — py) (0 — p1p,)
0L <1  8G ON, DA, »
8_ - 57 6—M Tk, 8—14]{; Nk7 a—k — Zk (wn - .U’k:)
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& gDerivada da matriz inversa




tapa M para as covariancias do GMM (4)

Vs, L

- 0L 0G [ONy, OF; 0Dy, N ON, OA,
 OGON, | OF, 0D, 0%, 0A, 0%,

MNANNee A DN/NN



tapa M para as covariancias do GMM (5)

Vs, L=0
N N
T Vg, T,V T
Z = 2k=; o (@ — ) (@0 — )
N N
ZV(an:)Ek = Z V(znk) - (@0 — pg) (X7 — /"Jk)T -
n=1 n=1

MMM A DA/NN



tapa M para os coeficientes da mistura (1)

oL 0G

L p—
VWk 6G (’9@

K
Restrigao: » m —1 =0

1=1

K
Lagrangiano: J = L + A (Z T — 1>

i=1
oL 0G

Vad = 56 O

+ A

V. L=0
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tapa M para os coeficientes da mistura (2)

oL 0G

V. J= A
T BG omy
V.. L=0
N
Z - _ _22;1 V(an)
N G Tk
k=1 n=1

A= —N.
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tapa M para os coeficientes da mistura (3)

oL 0G

Vad = 56 O

+ A
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5. I )

W& JAlgoritmo EM para GMM (i), (i

(DInicialize as médias u,, as covariancias X, e 0s
pesos das componentes m;, € calcule o valor inicial da
log verossimilhanca.

(/) Etapa E: Calcule as responsabilidades ou
probabilidades a posteriori usando os valores atuais
dos parametros

ﬂ-kN(wnlu’ka Ek)

K
Z WiN(mn“sz'a Ei)
=1

V(2nk) =
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& JAlgoritmo EM para GMM (iii

(/iEtapa M: Reestime os parametros usando as
responsabilidades ou probabilidades atuais

py o = N, Z V(Znk ) Tn

sendo Ny, = Y v(zu)-

n=1
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" . JAlgoritmo EM para GMM (iv)

(iv)Calcule a log verossimilhanca

N [ K
np(X|p, 2, m) =) In [ Y mN (@, )
n=1 | k=1 _

e verifique a convergéncia dos parametros ou da log
verossimilhanca. Se nao for satisfeito o critério de
convergéncia, retorne a etapa (ii).
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