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Aula 11 - Fisica atomica:
O atomo de hidrogénio

Parte 1



Nesta aula...

« Comecaremos a resolver a equacao de Schrodinger
para o atomo de hidrogénio:

- Separacao de variaveis
- A solucao da parte angular

- A quantizacao do momento angular



O atomo de Bohr
A relacdo com a funcao de onda de de Broglie

* O segundo postulado de Bohr imp6em a quantizacao do
momento angular

L=nh = pr=nh ‘

h

h
r=nh (X

r=ns— = |2ar=ni

b



O atomo de Bohr
A relacdo com a funcao de onda de de Broglie

* O segundo postulado de Bohr imp6em a quantizacao do
momento angular

L=nh = pr=nh ‘
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n=2 n=3

1
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O atomo de hidrogénio

« Agora vamos Iniciar a
solucao para o
potencial Coulombiano

* A simetria exige um
outro sistema
de coordenadas

- Coordenadas esféricas
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O atomo de hidrogénio

* O operador diferencial em e =Vt y ex

coordenadas esféricas tem =P 6, 9) e:cos‘l(f—

a forma: o | (g =12

2 : z=rcosf

-V V(.2 p=Ey : 0+

2m = | - y 0:0>7
VZ——ii(rzi)_ 52 10y o], 1 e \\\\ | 7 | $p=0->27

- 2mr’ Or or| 2mr’|senf 06 00 sen” 0 8¢2 [0) "\\\ : X x = rsin 0 cos ¢

* E aequagao de Schrodinger /o7 rnond (%9 x,y,z:-0>+e0
tem a forma:

B o a0y) w
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1 0
senf 06

1 o0~y
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O atomo de hidrogénio

* A equacao diferencial:

2 2
B h 0 (rzﬁ?/))_ h 1 o) sen O
or

2mr’ Or Ymr’|senf 00

1 &y

+V(r)y

Ey

e Como resolver?
- Equacao diferencial acoplada
- Separacao de variaveis
- Funcoes especiais
- Parte angular — Momento angular
- Parte radial — energia mecanica
- Estados degenerados?




Separacao de variaveis

* Supomos uma funcdo de onda do tipo: (r.0,¢)=R(r)f(6)g(¢)

e Substituindo na eq. de Schrodinger esférica:

& d(zdR) R _d [ f) h__Rf 49,y (1)(Rfg)=E(Rfg)

2mr2fgdl” dr | 2mr’senf dO dO| 2mr’sen’d d¢

* VVamos agora, dividir a equacgao por: y(r,8,¢)=R(r)f(6)g(¢)

* Obtemos:
1 d rzdR(r))+2mr2 T on g O >) 1 dg(g)
R(r)dr( dr 7> [E=V{r]]= f(6)send dH 0 do g(¢) sen’0 d¢’

sO depende de r! sO depend\é defeg!



Separacao de variaveis

Para que ambos os lados da equacao sejam
Iguais independente de r, 6 e ¢, tempos de igualar
os lados a uma constante!

1 d zdR(l") 2mr2 B B '
R(r)dr(r dr )* 2 [E-V(r)]=C, Separadal

df(0) 1 d’g(¢)

1
do )g(¢)sen28 d ¢

f(0) sen @ dH

sen

=C, Acoplada!



Separacao de variaveis

* VVamos trabalhar a segunda equacao para desacoplar
as variaveis:

1 d

=C, X sen” 6

f(6) sen6 dO
e Resulta em:

sent d |
f(6) do
* Reorganizando:

_senf d

2 —_—
C,.sen” 0 (6) do se

ngdfw)): 1 _d’g(9)
do | gle) d¢'

SO depehde de 6! sO depehde de ¢!




Separacao de variaveis

Para que ambos os lados da equacgao sejam
iguais independente de 0 e ¢, tempos de
igualar os lados a uma constante!

B 2, senf d df(6) |_ |
C,.sen" 6 716) do sen 6 10 =C, Separada!
1 dg(g)
C Separadal
gle) d¢ ’ P




As equacoes desacopladas

 Temos agora, de abordar as
equacOes desacopladas para obter
a solucao completa para o atomo de
hidrogénio!

1 d ( 2dR(r))+2mr2

R(I‘)dr rdr 7> [E_V<r)]:C1

senf d
f(o) do

—Cl.senzﬁ— sen ) ———

=C
dé 2

df(H))

e T
- 0.9)
I ’
. | (%, y, 2)
0 : z=r1cosf
l
~ : / y
~ | /
e |
d) \‘\ : /
\.\\ lf_,
_______________ N
y = rsin 0 sin ¢ '
K | Potencial
V(r,0,¢)=——

r:\/x2+y2+x

~1|z
O0=cos |—
r

1y
X

¢=tan

r:0”+owo
0:0>rx1
¢p=0->2m

r | Coulombiano




As equacoes desacopladas

 Temos agora, de abordar as .

equacoes desacopladas para obter Rt

~ , S P
a solucao completa para o atomo de | & 0, ;f:;)
hidrogénio! r N
0 : z=rcosf
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X
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r | Coulombiano




As equacoes desacopladas

2
1 d g(¢) — r=v X+ 2+ X
g(¢) d ¢2 P O=cos | %
(1, 6, $) '
Duas (% 352) gl):tan_1 ii
solugdes 2= rcos 0 F 05 400
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7 y 9p=0->2n1
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V<r ’ 8, ¢) — r Coulombiano




As equacoes desacopladas

2
1 d g(2¢):C2 dzg _ r=y x>+ y 4+ X
g(¢) d¢ d¢2 ’ p 6=cos | =
] (1, 6, ) Ay

Duas g(¢)=e_ (%, 3, 2) p=tan"'|2-
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V(r, 0, ¢>—_ r  Coulombiano




As equacoes desacopladas

L__d'gld) . d"g(9)
g(9) dg¢’ ’ d §
Duas g(¢>:€i@¢ se C,>0
solugoes
possiveis:

:Cz-g(¢)

g(¢)=e""4 se <02

Somente uma delas
oferece periodicidade!

g(p)=e"“? se C,<0
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6= cos
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As equacoes desacopladas

1 dgly) il e
=C 9 ¢>:C r=y X+ 24X
g(¢) d¢2 2 d¢2 2.9(¢) . i cos 2
e (1, 6, ) '
Duas g(g)=e""1" se C,>0 At p=tan |-
solugdes N 2= rcos 0 .05 400
possiveis: g(¢):e‘l@¢ se C,<08@ 0:05 7

7 ) ¢p=0->2nm

/
/
f .
/ x=rsin 6 cos ¢
¥

Vamos adotar: C,=—m’

Assim, a solucao fica: x

_ _*img _ K  Potencial
g<¢)—€ V(’":Q, ¢>— r | Coulombiano




As equacoes desacopladas

 Temos agora, de abordar as .

equacoes desacopladas para obter Rt

~ , S P
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As equacoes desacopladas

 Temos agora, de abordar as .
equacoes desacopladas para obter e

~ , P
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As equacoes desacopladas

 Temos agora, de abordar as
equacOes desacopladas para obter
a solucao completa para o atomo de
hidrogénio!

1 d ( 2dR(r))+2mr2

R(I‘)dr rdr 7> [E_V<r)]:C1

df (6)

senf _d. sen 0 —)ZC2

f(0) do

—Cl.senzﬁ— 70
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: X, Y z = s
, : b ¢=tan .
0 e
| 2= rcosf r-0=+o
: 0:0->7x
~_ | 7 ) ¢p=0->2nm
\\.\ | ff
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_______________ =l
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V(r,0,¢)=—— |
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As equacoes desacopladas

df(6 - I
—C,.sen’ 6 — ;?16()9 d—cfg(senﬁ %)Zng—m; 2 r@zh :y X
=~ p =Ccos |—
» . senf d df(6) 2 &63) _ —1;
C,.sen 8+Wﬁ senHW =m s ) p=tan |~
z=rcosf r 0400
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/
/

/
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As equacoes desacopladas

d H o 2 2 2
—Cl-Senzg—%d—%(Sﬂlﬁ %):ng—mé z_‘h r:\/x Tty +x

o ey 6=cos '|=

P r

)9, ¢)

>, . senf d df (0)|_ il _ o[y

C,.sen 8+f(6) Y sen 1o |=m (%, 3, 2) p=tan”'|*
z=rcosf r:0-+o0

0:0>7
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Zoolégico / fx = rsin 6 cos ¢

das equagdes diferenciais

___ K Potencial
% (r ’ H’ ¢) - r Coulombiano




As equacoes desacopladas

_Cl.senzﬁ—%d—%(senﬁ %)ZC2 ) r;i::+1y;+xz
Cl.sen29+;?;)8d—cfg sen 6 %):m2 E; (j» 3) ¢p=tan ' ii
2= rcos 0% 400
Vamos adotar: C,=1(1+1) ., TZE’E@,
Seied—d@(senﬁ % + l(l+1)—seT;H f(6)=0 ,f’f fx=frsin9cosd>

Assim, a solucao fica:

fungdes de Legendre associadas
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fnl 0=

r | Coulombiano




As equacoes desacopladas

 Temos agora, de abordar as
equacOes desacopladas para obter
a solucao completa para o atomo de
hidrogénio!

1 d ( 2dR(r))+2mr2
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df (6)
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As equacoes desacopladas

 Temos agora, de abordar as
equacOes desacopladas para obter
a solucao completa para o atomo de

hidrogénio!
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1 d ( 2dR(r))+2mr2
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[E_V(r)]:C1

_(sen 6)™

d

flm(e)_ 211,

d(cos 6

) ]H'ml(cos2 o—1/

g(g)=e"

2 r:\/x2+yz+x2
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Os harmonicos esféricos

* Assim, a parte angular da funcao de ) )
onda € totalmente definida pela
funcao: v,,=f(6)g(¢)
 Onde f(0) e g(¢) sdo solucdes das _
equac;c")es diferenciais: 2 '
1 af(o)|_[ m _ -
) sen 6 d@ sen ¢ do )_ sen’ o [(1+1)|f(6) 5 v
1 d g(gb) — m? 3 0
_9lg) d¢’ 3 .
 As fungOes Y, recebem o nome de 2
harmonicos esféricos
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O operador momento angular

Comparando a equacéo de Aenergia cinética:
Schrodinger com a da energia, k=P PP P P P, LT

2m 2m 2m 2m 2m 2mr
podemos encontrar o operador

Em termos do momento angular:
momento angular : P2 P
+ +V(r)=E " +V,(r)=E

2m  2mr’ 2m

1 &y
sen’d 0 ¢’ |

1 %)
senf 00

0y
%nﬁae

4

R o[ .0w) K
2mr>or\ or | 2mr’

+V(r)y=Ey

Note que, o operador
momento angular é dado por:

Sendo: y(r,0,¢)=R(r)Y,.(0,¢) , entdo: L y(r,6,¢)=R(r)i’Y, (6, ¢)

1 —
senf 06

8+
06

L’=—H#’ sen 6

1 0
sen’ 6 0 ¢’



O operador momento angular

1 0
sen’ 8 0 ¢’

1 [
senf 06

8+
06

2

Y. (6,¢)=1(1+1)rY (6, ¢)

sen 6

Em resumo: L*y(r,0,¢)=1(1+1)%" y(r, 0, 9)
O momento angular é quantizado !!

|i|:L:\/l(l+1)h
para [=0,1,2,3,...




O operador momento angular

1 0
sen’ 8 0 ¢’

1 0

senf 06

8+
06

—R° sen 6 Y, (0,¢)=1(1+1)2"Y (6, ¢)

Separacao de variaveis

« Supomos uma fungéo de onda do tipo: #(r.8,¢)=R(r)f(6)g(¢)

ny(r, o
* Substituindo na eq. de Schrodinger esférica: Q/J( > =2 ¢)
o[BI Re e pdE | 1R Ty prrg (it1ZEDO ]

fgcwrdr 2mr’senf d6@ df) 2mr’sen’éd d¢2

- 2
2mr

* Vamos agora, dividir a equacao por: y(r,8,4)=R(r)f(6)g( )

* Obtemos:
1 d(.dR(0)) 2me® o f 1 d o df(8) 1 d’g(¢)
R(r)(?(r dr ) 7 [E-V(r)] f(6) senﬁdﬁ( 4 do )+g(¢) sen’ @ d¢2

s6 depende de r! sO dependede e ¢!




O operador momento angular

1 0
sen’ 8 0 ¢’

1 0

senf 06

0

2
—h 8(9+

Y. (6,¢)=1(1+1)rY (6, ¢)

sen 6

Separacao de variaveis

Para que ambos os lados da equacdo sejam K Q/J( r,o, ¢)
iguais independente de r, 0 e ¢, tempos de igualar

os lados a uma constante! tizado 1

2mr?
+ " [

E-V(r)]=C, Separadal

2
+ 1 4'(¢) =C, Acoplada!

g(9) sen’d  d¢




O operador momento angular

1 0
sen’ 8 0 ¢’

1 [
senf 06

8+
06

2

Y. (6,¢)=1(1+1)rY (6, ¢)

sen 6

Em resumo: L*y(r,0,¢)=1(1+1)%" y(r, 0, 9)
O momento angular é quantizado !!

|i|:L:\/l(l+1)h
para [=0,1,2,3,...




O operador projecao do momento angular

* A projecao do momento
angular no eixo z: L,

Ly(r,0,¢)=mhy(r,0,¢)
=L,=mh
para m=0,+1,+2 ... *I

* A projecao no eixo z do
momento angular
também é quantizada !!

2h

f

A

7777777777777 £ =1

— Rl = \/Tl)
=64




O operador projecao do momento angular

* A projecao do momento !
angular no eixo z: L,

L ylr,8,¢)=mhy(r,6,q)

Qﬁ ___________ ¢ = 2

Ez :LZ:mh . LL%&TNJ&
para m=0,+1,+2 ... *I =0
* A projecao no eixo z do R me=-1
momento angular ..
também é quantizada !! e

* Principio da incerteza de Heisemberg para o momento angular:
sO podemos conhecer o modulo e uma das projecoes do
momento angular ao mesmo tempo



O operador projecao do momento angular

« A projecédo do momento | R
angular no eixo z: L, P e
Llw<r’0’¢>:mhw(r30:¢> P | -_'I'F?
Ez =L =mh B e ~HE= =T

para m=0,+1,+2 ... *I
A projecao no eixo z do =~ .
momento angular W
também é quantizada !!
* Principio da incerteza de Heisemberg para o momento angular:

sO podemos conhecer o modulo e uma das projecoes do
momento angular ao mesmo tempo




Resumo

* O desacoplamento da equacao de Schrodinger em coordenadas
esfericas resulta em trés equacgoes diferenciais (assumindo):

w(r,0,¢)=R(r)f(6)g(¢)

1 d| ,dR(r)| 2mr? _
R(r)dr(r . )+ —I[E-V(r)]=C,
1 d df(6) m’
0 a0 sen 0 T ) sen20_l(l+1) f(0)
1 d29<¢>:_m2
glg) d¢’

e Como o potencial Coulombiano s6 depende de r, fomos capazes
de obter solugbes para a parte angular sem depender do potencial



Resumo

* O desacoplamento da equacao de Schrodinger em coordenadas
esfericas resulta em trés equacgoes diferenciais (assumindo):

w(r,0,¢)=R(r)f(6)g(¢)

1 d ( 2dR(r))+2mr2[
R(r)dr " dr 2

_(sen )"
C ha(O="

Zooldgico
das equagdes diferenciais

E-V(r)]=C,

d
d(cos 6

) ]l |m|(cos2 o1/

glp)=e """

e Como o potencial Coulombiano s6 depende de r, fomos capazes
de obter solugbes para a parte angular sem depender do potencial



Resumo

O momento angular € quantizado:
Ll=L=vI(1+1)
para [=0,1,2,3,...
A projecao do momento angular no eixo z também é quantizada

I:Z =L,=mhn
para m=0,+1,+2 .., ,*I
Isso implica na discretizacao do vetor momento angular!

Pelo principio da incerteza de Heisemberg para o momento
angular, s6 podemos conhecer ao mesmo tempo o modulo do
momento angular e uma de suas projecoes.



Na proxima aula...

* Terminaremos de resolver a equacao de Schrodinger para o
atomo de hidrogénio:

- A solucao da parte radial
- A quantizacao da energia
- Niveis de energia e linhas de emissao

- O atomo de Schrodinger
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