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Conducao com mudanca de fase

Problema 1: parede plana a To, sem circulacao e geracao

interface movel




@BYU R
7(@.%) Escola Politécnica da
W< ¥ Universidade de Sao Paulo

Conducdo com mudanca de fase

Hipoteses:

1. As propriedades em cada fase sao uniformes e
permanecem constantes;

2. O movimento na fase liquida oriundo da diferenca de
densidade € desprezivel,

3. A conducao de calor € unidimensional;
4. A geracao de energia térmica € desprezivel;

5. A transferéncia de calor entre sangue e tecido € desprezivel,

6. O processo se da a pressao constante.
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Condicoes de contorno na
interface
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interface (/)

l

EDP:

1 dT. O°T

= atS=ax2S O<x<x, (1)
S

1 0T O°T

o Bthasz > ()
L
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Condicoes de contorno na
interface

Elemento liquido infinitesimal
que se solidificara

interface () interface (t + Af)  Continuidade da temperatura:

h T (x)=T,(x.0)=T, (3

ds

12 el para o sistema:
dms(us _L‘L): (qs —qL)dt—pdV

dx, = dx;



Condicoes de contorno na
interface
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12 lel para o sistema:

dmyg (MS _ML) = (QS _QL)dt — pdV

dm, (uS —uL) = (qS —qL)dt—pde(vS — vL)

. 1 dmg| (ug+ pvg)—(u,+ pv,) | =(g5—q, )dt
dx, = dx;

dm
dt

“(hy—h,)=qs—q,  (4)
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Condicoes de contorno na
interface
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dm,

(hs_hL):qs_qL (4)

dt

Lel de Fourier:

gy =—kA aTSa(Xi ,t) ®))
X
dT, (x,,t
g, =—k A ng ) (6)
X




Condicoes de contorno na
interface

@ E\

(7(@>% Escola Politécnica da

o) A\ o . . ~

W 4/ Universidade de Sao Paulo

Combinando as equacdes 4, 5 e 6:

dmg, . . \_ dT, (xl. ,t) JT, (xl. ,t)
. (hy—h, )=—kA o +k, A o
dx. dT ( x;,t dT, (x, .t
pSA%(hS—hL)——kSA S(,gx )k, ng )
dx. oT (x. t) oT (x. t)
—i(h, —h )=k, —— L |, — U 7
IOS dt ( L S) S ax L ax ( )



Condicoes de contorno na
interface
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dx,
dt

Ps (hL_hS):kS

A eq. 7 é valida na solidificacéo e na fusao;
Na fusdo ps deve ser substituida por oL

h. — hs = hs. € a entalpia de fusao.
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EDP:
1 0T, O°T
S=—— 0<x<x, (1)
o, dt  Ox
1 oT, O°T
=0 X>X, (2)
o, ot Ox
C.C..
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Forma adimensional das
equacoes

@G E N\
7(@.%) Escola Politécnica da
i\« 4 Universidade de Sao Paulo

Variaveis adimensionais:

o LT,
S
T, -T,
_ kL TL _Tf
L
k T,-T,
X
5_L
T=_Ste—t

NUmero de Stefan:

Cs(Tf_To)

SL

Ste =
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Forma adimensional das
equacoes
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Variaveis adimensionais:

dT,
de, = T = dT; = (T, - T,)d6;
d6, = k, dl, = dT, = ﬁ(Tf ~T,)d6,
kg T, —T, ]
dx
dg === = dx= Ld€&
2
dE> = d% — dx’ = [*dE
2

dt = Ste—-dt sdr=—L g

te o
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Forma adimensional das
equacoes
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Adimensionalizacédo das EDPs:

o, =(T, - T, )06, S N "
k a, ot ox a
oT, = k—S(Tf ~T,)08,
L
ax=La§ Sy O%q(Tf To)aesz(Tf TO)aZHS O<§<§
e& iz 97 /Lz 852
dx’ =L 9& >
1 I
ot =——2 20, 09°6
T Stea, Siey = 5e 0<E<E, (0
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Forma adimensional das
equacoes
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Adimensionalizacédo das EDPs:

JT = (:f _TO)aQS Oi ag;L = %2)? x> X, (2)

oT, —k—S(Tf—TO)BHL "

ax:LaLf Ste kg % (Tf 7/T0)89 = kg( f]Z 0)829L §>¢,

ox> = [29E AN AN RS |
2 2

atzié—sar Ste%% = Z’; aa;L c>¢,, (2a)

14



Forma adimensional das
equacoes

dx, T, (x,,t) o7, (x;,

—Lh,, =k, —k
p dl_ SL ax L

Ldé:hSL—k (7, -

Steot
eSPSL dt L

Stehg 05 c,ps dg, _ aeS(gi’t) _ aHL(éi’t)
c,(T,-T,) ks dr o0& o0&

dé,  00(&.t) 96,(&.1)
dt 9 o&

, (7a)
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Forma adimensional das
equacoes
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EDPs:
00, 9’0,
Ste—== 7 0<E<E,  (la)
00, o, 9°6,
Ste aT — O(S 852 §>§ia (261)
C.C..
0, ( i,f):%HL( ,7)=0, (3a)
déi — aes(éi’t)_a L(fl’t)’ (761)
dt o0& 0é
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Simplificacao: regime

quase-permanente
CS(Tf —TO)
Para Ste = 0: Ste=
SL
89 820 820 d26
St S = S S :O S _ O
“or o2 — o —> iE
89 (04 829 820 d29
St L=—2% L # L = () L _
“or o, 0&’ JE? — e 0
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Ex. 1 - solidificacao de um
bloco a Ts
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Determinar o tempo necessario para solidificar todo o bloco
de espessura L.
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Ex. 1 - solidificacao de um
bloco a Ty
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EDOs:

2
d’T,

=0
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Ex. 1 - solidificacao de um
bloco a Ts
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Integracéo das EDOs:

ITs Ly T,=Ax+B
0x’

de (1) e (2):
Ty(xt)=(T,~T,)=+T, (6)

X.

4
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Ex. 1 - solidificacao de um
bloco a Ty
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Determinacéo da frente de congelamento:

dx. dT, (xl.,t) dT, (xl.,t)

ijtthL:kS dx —k, I ()

Substituindo (6) e (7) em (5), obtemos:

dx. T,-T, T,-T

pS —L hSL kg —k, 0 —t x.dx; = kg = dt
A Pshy,

2ky(T,-T,)t

[\ = [ xz-:\/
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Ex. 1 - solidificacao de um
bloco a Ty
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Para completa solidificacao, xi = L.

L:\/sz(Tf—TO)t*

IOShSL
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Solucao exata: Stefan

Solucédo para um solido semi-infinito.

Fase solida: Fase liquida:
1 oT. 0°T
o atS = axzs 0<x< X (1) TL (x,t) — Tf (4)

T,(0,1)=T, (2)
Ty(x,.t)=T; (3)

Interface:
dx, o7, (x;,t
Ps dtthL:kS Sa(x ) (5)
xl.(O):O (6)
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Solucao exata: Stefan

Solucéo por similaridade, n = n(x,t)

X

= , 1I.=T
n m s 5(77)

Utilizando a variavel de similaridade transformamos a Eqg. (1):

+2n—==0 sl T, = Aerf(n)+B

Determinamos as constantes pelas condicdes (2) e (3):

T,(0,t)=T, =i =0 walpp erf(n)=0 wppr B=T,

TS(xl.,t):Tf ) Tf:Aerf{ al ]+TO
\/405St
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Solucao exata: Stefan

X,
’ +T

Jaot ’

Note que, como ndo conhecemos x;, ndo podemos determinar Al

T, = Aerf

Note, entretanto, que para qualquer x;, erf () deve ser constante, logo:
xioc\/; * Xi:/l\/4055f

Podemos escrever:

T,-T,

T,=Aerf(A)+T, A=
f erf (A) — erf (1)
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Solucao exata: Stefan

Assim, a solucao para a EDP (1) é:

4ot

A constante A pode ser determinada a partir de (5):

dx. oT X;,t
de_tthL:kS Sigx ) (5)

Precisamos determinar a derivada que aparece em (5):

%: dT, on
ox 0Jn ox
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Solucao exata: Stefan
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T, = =1, erf a +T
S oerf(A) Jadot ’

oT, JT, on of, T,—T,d(erfn)on

a—x_an ox -> ax_erf(l) on  ox

of, T,-T,2 . 1

n

- ax_erf(ﬂ,)\/;e Jaot

Calculandoem xje t:

oTy(x.t) T,-T, 2 . 1

ox  erf(A)\x ) Jaot

27



@ E\

7(#.% Escola Politécnica da

o) A\ o . . ~

W 4/ Universidade de Sdo Paulo

Solucao exata: Stefan

Temos, entdo:

pSihSL:kS S( ) (5) S(xl ): f 0 2 e_ﬂ 1
dt 0x 0x erf(l) \/; 4OCSZ‘
dx. T.—-T 2 , 1
“h, =k ! 2 e_)L
> Py e if (AN 4ot
d(/l 4o t) T —T 2
- Py Ty e 2 ]
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Solucao exata: Stefan

Devemos isolar A da equacéo:
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Solucao exata: Stefan

derf(A)e" = CSI(/IT \/_T ) (7)

A Eqg. (7) ndo pode ser resolvida explicitamente. Podemos obter uma
solucao aproximada para pequenos A:

2
o =142 =1
2!

€Ffﬂu— ( 3/1/'/‘\75 2' jz—ﬂl

Substituindo em (7):
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Solucao exata: Stefan

es(T,-T,)
2h,

2=

Combinando com  x, = A/4at

o 2kS(Tf—TO)t

IOShSL

Para grandes valores de A nédo vale a solucdo acima. Nesse caso
podemos usar o grafico da pagina seguinte.
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Stefan: valor de A

TA
N2
1—19600
\ /aproximada
T~
T~
~ | Q,exata L
~. DMEP
~ -410C
\\ 04
\ DMEP = dimetil-
200 150 100 -50 \ éter propano
To: 7




