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Dinamica do Sélido

Supde-se um referencial fixo.
A definigdo de so6lido ou corpo rigido foi vista na Cinematica.

Exemplo 5.10: O disco homogéneo de massa M esta montado sobre o eixo AB, de massa
desprezivel. O plano YZ do disco faz um angulo 6 com o plano yz, como mostra a figura, e ambos
os planos sao solidarios ao eixo girante. Sabendo que o eixo gira com velocidade angular
constante w em torno de AB, desconsidere 0 peso e

determine as reagdes dindmicas nos pontos A e B. o
- Dado:
! Disco homogéneo de raio r e massa m:
mr?
]Oz - 9

N

mr
Jox =]Oy =

(Sugestéao: usar o sistema G(X,Y,Z) para escrever a expressao da quantidade de movimento
angular, e mudar para o sistema G(x,y,z) antes de derivar).

Resolucéo:

Relagdes entre coordenadas G (x,y,z) = G(.7,k) e G(X,Y,Z) = G(I,],K):
[=cosfT+sin@]; J=—sin@i+cos6] K=k (1)

Vetor rotacao:

B=wl=wcosOl+wsind] (2)

TR MC_iG = ﬁA +ﬁB :>6: YA_]_>+ ZAE‘l‘ YBj+ ZBE =

Yp=-Yp 3)
= {ZA =—Zy (4

Quantidade de movimento angular do disco, usando (1, ], K):
Hg = m(G — G) A%y + Uxwy — Jxy@y — Jxzw)I + (mJyxwy + Jywy — Jyzw7)] +
+(—Jzxwx — Jzvwy + Jz0)K = Jywx] + Jywy]

Passando (I,], K) para (,7, k), usando (1) e (2):

-  MR? -y MR? . 07
HG=Twc050(cosel+sm9j')+Tw51n9(—51n91+c059f)=

2
= %w[(z cos? 0 —sin?0)T+ 3sinH cos O] =
= 2 o .
N HG _ 3MR 51:9c059w]_>:

3MR?sin 6 cos 0 -
fwzk

TOMA: H, = mbg A B + ME =
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3MR? sin 6 cos @

; w2k = (A—G)AFy+ (B—G)AFg = I[(Yg — Yk + (Zy — Zp)]]

3MRZ sin 0 cos 0 2
e — /)]

. - - Yp=-Yp=-—
Usando (3) e (4): szk =(-2YVak + 2Z,]) = e o
ZA = ZB = 0
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Exemplo 5.11(A): Balanceamento de roda (01): Uma roda de automével, com largura 2d e raio
R, esta desbalanceada, com seu centro de massa C situado fora do seu eixo de rotacdo Oz. Essa
roda € colocada em uma maquina de balancear que 5 ]
faz a roda girar em torno do seu eixo geométrico Oz i
e, através de células de carga, mede as forcas
F., F, e F, e os momentos My,, My, e My, reativos
que aparecem devido a rotacdo @ em torno de Oz. E
dada a aceleracdo da gravidade g na direcédo de Oz,
vertical. Usando as coordenadas (O,x,y,z), € em

funcdo daqueles esforcos medidos, de @, de @ e dos
dados, pede-se:

a) com @ constante, obtenha as expressdes da
massa M, das coordenadas x. € y. do ponto C,
e dos produtos de inércia /o, € Joxz da roda;

b) com aceleracdo angular @ ndo nula, obtenha a
expressao do momento de inércia J,,.

Resolucéo:
Cinematica:
de=dp+ WA —-0)+BA[BA(C—0)] =—(0?xc + 0Y)T+ (0xc — 0?y)]

a) com @ constante: d, = —w?xcl— w?ycJ
(0=F—-Mg= M= %

TR: Még = Ei+ Eyj+ (, — M)k = | ~Mwx; = F, = xc = — 122

F,w?

Fyg
F,w?

|
kazyc =F,2yc=

ﬁo = (_]O.chi)_]Oyz]_)-l']Oz'l_é)w =
= ﬁo = [_]Oxz(wE /\Z) _IOyz(wl_é /\f)]a) + (_IOxZ?_]OyZ]_)'i_]OZ]_{))d) =
= (Joyz0* = Joxz®) = (Joxz@? + Joyz®)] + Joz 0k (1)
TQMA: Hy = M, + M,j + M,k + (C — 0) A (—Mgk) =
= M, + M,J + M,k + (xcT+ ycj + zck) A (~Mgk) =
= (M~ Mgyc)T + (M, + Mgxc)] + M,k 0
Portanto, com w = 0, de (1) e (2):
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2 _ _M Fyg
]Oyzw =M, —Mgyc ﬁ]0yz _w_;_F
€
M F
2 _ 9
]Oxzw - My +ngC ﬁ]0xz - _(w_;_ﬁ)

(b) de (1) & (2): Jo,& = M, = Jo, =7

Dinamica do Corpo Rigido

Respostas:
Fxg M. Fyg
Xp = — 2= - _(My _ x_)
@M= L4 ¢ Fw? Joxz (wz w* ) Jo, = Mz
g _ B9 _ My Fg 0z 7
Yo = F ot Joyz =~ 7%
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Exemplo 5.11(B): Balanceamento de roda (02): Uma roda de automovel, com largura 2d e raio
R, est& desbalanceada, com seu centro de massa C situado fora do seu eixo de rotacdo Oz. Essa
roda é colocada em uma maquina de balancear, que faz
a roda girar em torno do seu eixo geométrico Oz
vertical e, através de células de carga, mede as forgas e
0S momentos reativos que aparecem devido a rotagdo @
em torno de Oz. Usando um sistema de coordenadas
(O,x,y,2) fixo a roda, esses esforcos reativos permitem
obter a massa M, as coordenadas x. e y., 0 momento
de inércia /, € os produtos de inércia Jo, € /oy, da
roda desbalanceada, aqui considerados dados. Para
fazer o balanceamento, serdo acrescentadas duas
massas m, e mg na periferia da roda, nas posigcdes
definidas pelos angulos « e g, conforme a figura. E
dada a aceleracéo da gravidade. Usando as coordenadas
dadas, determine os angulos « e S, e os valores m, e mg das massas a serem acrescentadas na
periferia da roda para fazer o balanceamento, ou seja, para que todos os esfor¢os dindmicos nos
mancais sejam nulos quando a roda estiver girando com rotacdo @ constante em torno de Oz, em
funcéo dos dados.

Resolucéo:
TR: centro de massa G da roda balanceada:
Mi,=0=>G€0z=x;=y,=0

Portanto, pela definigdo de centro de massa:
Mxc

Mxc +mux, + mpxg = (M +my + mglxg =0=>mycosa+mpcosf=——= (1)
e
Myc+mARsina+mBRsin,B=0=>mAsina+mBsinB=—% (2)

Com w constante:
Hg : (_]ze?_]Gyzf-l']sz)w =
= ﬁG = [_]ze(wk /\T) _]Gyz(wEAf)]w = wz(]Gyz?_]ze]_))

TQMA: esforgos dinamicos nulos: By = w? (Joysi — Joxs) = ME* =0

Portanto:
Jexz = Joxz + MaXaZy + MpXpZg = Joxy, + MyRd cosa —mgRd cosff =0 =
ﬁmAcosa—chosﬁz—% (3)

e
Jeyz = Joyz + MaYazZy + MpYpzp = Jo,, + MmyRd sina — mgRd sinff =0 =
ﬁmAsina—mBsinﬁz—% 4)

De (1), (2), (3) e (4):

Joyz+Mdyc
Joxz+Mdxc

2
Joyz+Mdyc \/(]Oxz"'deC)z+(]Oyz+MdYC)
tana = —) my =

= a =tan! ( 4= vy

JoxztMdxc

Joxz—Mdxc

2

(]Oyz_Mdyc) \/(]Oyz_MdyC) +(Joxz—Mdxc)?

s - Mo =
Joxz—Mdxc B 2Rd
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Resposta:
J(JOxz+dec)2+(10yz+Md3’C)2 —1 (JoyztMdyc
my = ; a = tan (—)
2Rd JoxztMdxc
_ \/(]Oyz_MdYC)Z+(]Oxz_deC)2_ _ 1 (]Oyz—MdyC)
mg = ; f=tan™ (—————
2Rd Joxz—Mdxc
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