Exercicios - Célculo IV - Aula 14 - Semana
23/11 - 27/11
(atualizada: 10.12.2020)
Séries de Fourler: revisao e aprofundamento

1 Séries de Fourier - revisando

Lembrando que dada uma fungao f : [-L, L] — R, para algum L > 0, os
coeficientes de Fourier sao dados por:

/ f(z) cos( )daz para todo n > 0,

/ f(z) sin( )dx para todo n > 1.

Neste caso a série de Fourier associada a f fica

nmwx

s(x):%+z: ay cos( 2L ) + Y425 ba sin(~).

Vimos também que a identidade de Parseval (abaixo) nos ajuda a encon-
trar o valor de convergéncia de algumas séries numéricas mais complicadas.

Identidade de Parseval Seja L > Oe f:[-L,L] - R com série de
Fourier s(z) = — —|— S a, cos( ) +3 0, Sm(nzx) Entao,

1 g 2 g = 2
[%/;f@)d 2-+§:a +bjj

Vamos ver algumas aplicagoes desses resultados.

r,—2<z<0
Exemplo. Considere f : [—2,2] — R dada por f(z) = T T
p f:[-2,2] por f(x) - 1.0<z<2

Veja figura abaixo. Encontre a série de Fourier de f.
Resp. Para encontrar a série de Fourier associada a f precisamos calcular
os coeficientes de Fourier. Neste caso L = 2 e a funcao nem é par, nem impar.

Logo,

:%/_zf(x)dx:%(/_Z—xdaﬂr/oz(x—l)dl’) :%(_%2

1
= 5(2 +0) = 1. Os coeficientes a,,n > 1, sdo dados por:

0
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a, = %/_22 f(z) cos(%)dx = %{ — /0 xcos(?)dx—k/:(x - 1) cos(n—gx)dx}J

NG _2 N
(4) (B)
Integrando por partes obtemos que:
/ <n7rx)d 2z . (mrx) n 4 (mrx) e
z cos(——)dr = — sin coS
2 nm 2 n2m? 2

Consequentemente, a integral da parte (A) fica:

0 0

/_2 xcos(?)dx = i—i Sin(nzﬂ) + n247r2 cos(zﬂ) .
T an
A integral (A;) =0 (faga as contas para conferir). A integral (As) fica:
0

n247r2 cos(?) . = n247r2 (1 —cos(—nm)) = n27r2(1 — cos(nm)) =
I

n?m 531 fmpar

A parte (B) da integral acima é dada por:

2 2 2
/ (r—1) COS(@)CZ:L‘ = / xcos(@)dx —/ cos(@)da:.
0 2 0 2 0 2

(B1) (B2)

A parte (B;) = 0(faca as contas!). Aplicando novamente a integragao por
partes na parte (Bj) obtemos:

2 2
nwL 2x nwL 4 nwx
ZTdr = 22 gin (=2 nwr
/0 x cos( 5 Ydx — sin( 5 ) 0+ 5 cos( 5 ) 0
(B1y) (Bry)

Novamente, a integral (By,) = 0. Na parte (By,) temos

4 nre | 4 0,n par
55 cos(——)| = 5 (cos(nm) — 1) = 8 )
n’m o NPT ———5,n impar.
n’m

Portanto, para n > 1 os coeficientes



1 1 |0+ 0,n par 0,n par
=~ +B)=={ 8§ 8 -

2 2| - n impar ———5, 0 fmpar
n2m

n2r?2  n2g?’

Vamos calcular agora os coeficientes de Fourier b,,,n > 1.

> - 0 2 n
b, = %/2 f(zx) sin(n—;)dx = %{/ - sin(?)dx—l—/o (x — 1)sin($)dm}/

J2
(©) (D)
Vamos lembrar que:
/ ) (mmc)d 2x (mm) 4 <n7rx)+c
—x sin(—— )dx = — cos — sin
2 nm 2 n2m? 2
Logo, a parte (C) da integral é igual a:
0 0
2 4
/ -z sin(@)dx - COS(@) - sin(@)
_9 2 nmw 2 7|, n?m? 2 7,
) (1)

Como ja vimos, a integral (C1,) = 0. A integral (C},) fica entao:

2x nwx —4 cos(—nm) 4 N
e
-2
L te] (C) = —(-1)"
r = —(—1)".
080, a parte —

A integral (D) fica:
2 2 2
/ (x — l)sin(@)dx = / xsin(m)dm —/ sin(@)dm
0 2 Jo 2 0 2

(D1) (D2)

A parte (D;) da integral fica:

/2 ) (mrx)d 2x (nm:)2+ 4 . (mmc)2 4( 1y
xsin(—)dx = —— cos sin N
0 2 nm 2 n2m? 2 |, nmw
A integral (Ds) fica:
2 2
nmwx 2 nmwx 2
in(——)dr = —— cos(——)| = ——((-1)"—1
[ e = = con("T)| == (-1 -1
Logo, a integral | (D) = (D1) — (Da) = ———(~1)" + —((~1)" ~ 1)
0go, a integra = — = (= Z (=1 —
g0, g 1 2 ni o
Portanto, para n > 1 os coeficientes
1 1/ 4 4 2
b, = =((C = —(-D)"— —(-1)"+ —=—((-D)"=1) ) =
500+ 0N =3 (o = -+ 2 (v - )
1 0,n par
=—(((=1)"=1)) = 2
mT(( ) ) ——,n impar.
nm



Finalmente, os coeficientes de Fourier sao:

0,n par 0,n par
ag = ]-7 ap = 8 , ) b’n = ,
—— 1 impar ——,n impar.
n4m nm

Portanto a série de Fourier de f é:

Lembre ainda que sendo f descontinua na origem o valor da
li li - -1 1
série de Fourier s(0) = 220" /() —; im0 f(2) _ 0 5= o

Exercicio. Aplique a identidade de Parseval na série acima para encon-
—+00
1 1
. (Dica: vocé vai precisar de —_—

n=1

+o0o
trar o valor da série g —_—
—1\4

“—~ (2n—1)

Exercicio. Utilizando a série acima encontre o valor de convergéncia da
oo (_1)n+1
série 5 —_—
2n —1
n=1

Exercicio. Encontre os polinémios de Fourier de f de ordem 2 e 3.
Em seguida utilize algum software para fazer os graficos de Fy(x) e F3(x) e
compare com o gréfico inicial de f.

0, 7m<zx<0
sin(z),0 <z <7

Exercicio. Considere a funcao f(z) = { . Encontre:
i) a série de Fourier de f.
+o0
.. . . 1
ii) o valor de convergéncia da série E

n=1

4n? — 1

+oo
1
111) O valOor da Sserie 5 5 \aplique a1 entidade de Parseval).
i) o valor da série ) , 75 ——vs (apli identidade de P 1
n J—
=1

2 Extensoes pares e impares de funcoes

Exemplo. Considere a fungao f(z) = 2z, 0 < 2 < 3. Encontre uma série de
Fourier de f que tenha somente senos.

Resp. Neste caso precisamos estender a fungio f(z) = 2z no intervalo
[—3, 3] de forma que sua extensao seja uma fungao impar!

Veja que a propria funcao f(x) = 2z é impar em [—3, 3], entdo sua ex-
tensdo digamos g(z) = f(x), para todo x € [-3, 3].

Sendo a funcao impar, os coeficientes de Fourier a,, = 0, para todo n > 0,
(Justifique essa passagem sem fazer as contas!).

Vamos calcular os b,,n > 1.



1 3 2 3 4 3

nmwx
em que na ultima igualdade usamos o fato da funcao produto z Sin(T) ser

par em [—3, 3]. Usando integragdo por partes temos que

/3 i (mr:v)d 3xc S(nﬂx)3+ 9 i (mrx)?’ 9 (=1)"+0
rsin(——)dr = —— co 11 — ——\—
0 3 nw 3 7, mnPr? 3 7 nm
4 [3 nm 479 12
C t t bn _ = . dr = = -1 n+l ) _ -1 n+1
onsequentemente, 3/0 $Sln(—3 )dx 3 (_mr( ) ) _mr( )

Portanto, a série de senos de f é:

Exercicio. Encontre a série de cossenos da fungao acima.

Para fazer o exercicio abaixo vocé vai precisar assistir a video aula do
Possani, Aula 14, parte 4/4.

Exercicio. Encontre os coeficientes ay, as, az tal que a integral abaixo
tenha o menor valor possivel

/7T (2% — ay sin(x) — aysin(2z) — assin(37))*d.

—T



