Lista 8. Cadeias de Markov. Teorema Ergodico. (sexta 13/11/2020)

Exercicio 1. Considere passeio aleatério simples em numeros inteiros {0,1,..., K}, K > 2 com transigoes p; i+1 =
p=1-—p;;_1, quando ¢ # 0, K, e com condicoes de borda pp1 =px,xk =p=1—poo =1—px,x—1. Consegue achar
a probabilidade limite?

Solugao: Seja m = (mg, 71, ..., 7x) medida invariante. Observe, que seguinte relagao é valida e pod ser inferida das
equagoes de balango global: para todo i € {0,1,..., K}

de onde acha 7 e expressao final

O

Exercicio 2.* Considere passeio aleatério simples X, em ntimeros inteiros nao negativos {0} U N com transicoes
Diit1 =D =1—D; -1 > %, quando ¢ # 0, e com condicoes de reflexao na borda pg; =p =1 — pgp. Sabemos que
neste caso todos os estados s@o transitérios. Seja p; = P(X,, > i, para todos n > 0| Xy = ¢). Observe, que pp =1 e
p1 = p2 = p3 = --- < 1. Achar probabilidade p; .

Solugao: Vamos tentar assim: seja b a probabilidade de volta para estado ¢ “a direita”, e seja a a probabilidade de
passeio sair de estado e nunca mais voltar. Mais formal:

b=P(En>1talque X,, =ie X >iparatodok: 1<k<n-—1]|Xyg=1)
a=P(Xy >iparatodo k> 1| X =1)

Assim

> a
Z“ZE:WGZ1—b
n=0

Mas para probabilidade pg:

t=m=3 (1) 0= )

n=0 1- q p— b
para achar mais uma equacao em a e b observe a estrutura de probabilidade a:
= a =b
a= a=p—-r- =q.
pp1 P q

e logo de (1) obtemos

e finalmente

O

Exercicio 3. Seja X,, uma cadeia de Markov com espago dos estados {0, 1,2,3,4} e matriz de transi¢io a um passo
P para dois casos:

12 0 0 1/2 0 0 1/3 0 1/3 1/3
1/2 1/2 0 0 0 1/3 1/3 0 1/3 0
P=|1/4 1/2 0 0 1/4], P=| 0 o0 23 0 1/3
o 0 0 1 0 1/4 1/4 0 1/4 1/4
0 0 1/2 1/4 1/4 0 0 1/3 0 2/3

1. Comenta sobre a existéncia de probabilidade limite em ambos casos.

2. Se cadeia é ergddica achar a medida invariante. Achar pelo menos uma medida invariante caso existe vérias.



Solugao:
1. Comenta sobre a existéncia de probabilidade limite em ambos casos.

Primeira cadeia possue um estado absorvente, estado 4, que é acessivel de todos os estados, entdao a probabilidade
limite existe e converge para medida concentrada neste estado = = (0, 0,0, 1,0).

Segunda cadeia é cadeia com duas classes de comunicagdo Cy = {1,2,4} e Co = {3,5}, observando que estados da
classe (5 sao acessiveis dos estados de classe C;. Isso significa que estados da classe C; sao transitérios e estados da
classe C5 sao recorrentes. Entao a medida invariante vai estar em casse Cy e vai ser unica.

2. Se cadeia é ergddica achar a medida invariante. Achar pelo menos uma medida invariante caso existe vérias.

Em ambos os casos existe somente tinica medida invariante. Invariante da primeira cadeia é achada no item
anterior. E invariante da segunda é solugao de sistema das equacoes, mesmo as condigoes de teorema ergddica nao sao
satisfeitas neste caso:
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Exercicio 4. Suponha que em uma linha de montagem final para carros haja o seguinte conjunto de regras:
e Dois conversiveis nao podem jamais se seguirem na linha, porque o contetddo de trabalho desequilibraria a linha.
e Uma perua deve ser seguida de um sedan para equilibrar a linha.
e Um sedan tanto pode ser seguido por uma perua como por um conversivel, mas nao por um sedan.

Somente esses trés modelos sao fabricados nessa linha. Monte uma matriz de transigdo possivel para essas regras,
inserindo as letras a, b, c,d, ... etc., para os valores que nao sao numericamente definidos pelas regras acima.

1. Se tivesse um programa de produgao dado por vetor de proporcao de cada tipo de carro a ser feito em um meés,
como poderia se determinar uma sequéncia de probabilidades que correspondesse ao programa e as regras das
sequéncias fornecidas neste problema?

2. Suponha que se firmou um contrato para se entregar 10000 carros ao final de um meés. Desses 10000, aproxima-
damente 50% tinham que ser sedan, 10% tinham que ser perua e 40% conversivel. Determine alguma regra de
programacao de probabilidade que assegure essa producgao e que ainda corresponda as regras deste problema.

Solugao: Seja E = {C,S, P} conjunto de estados (C'=“na linha conversivel”, S=“na linha sedan”, P=*“na linha
perua”). As regras sugerem, que
pcc =0, pps =1, pgg =0
entao a matriz de transicao
pcc  pcs  pcp 0 pcs pcp 0 a 1-a

psc pss psp | =| psc O psp | = b 0 1-0
ppc PPS PpP 0 1 0 0 1 0



1. Se tivesse um programa de producao dado por vetor de proporcao de cada tipo de carro a ser feito em um mes,
como poderia se determinar uma sequéncia de probabilidades que correspondesse ao programa e as regras das
sequéncias fornecidas neste problema?

A proporcao tem que ser igual a medida invariante e satisfazer o sistema

TC = b’lTS
TC :bﬂ's
TS = ang + Tp
=
mp=(1—a)tc+ (1 —b)mg

l=nc+mns+7mp

mp = abwg

l=nmnc+7s+7p

entdo dado o plano (z,y, z) (em que & + y + z = 1) as probabilidades a e b vao ser

x z z
b=—,ab=—-—=a=—
Y x

observe que s6 pode ser porcentagem onde z < x < y.

2. Suponha que se firmou um contrato para se entregar 10000 carros ao final de um meés. Desses 10000, aproxima-
damente 50% tinham que ser sedan, 10% tinham que ser perua e 40% conversivel. Determine alguma regra de
programacao de probabilidade que assegure essa producao e que ainda corresponda as regras deste problema.

Pelo item anterior, dado plano (x,y,z) = (0.4,0.5,0.1) obtemos direto

4 1
b= — [
57a 47
o seja, a matriz deve ser
bcc Pcs Pop 0 pcs pep 0 a 1—a 0 i %
Psc PSS DPsp =| psc 0 psp = b 0 1—-b = % 0 i
bpc PpPpPs DppP 0 1 0 0 1 0 01 0

O

Exercicio 5. Para um processo de ramificacao, encontre a probabilidade de extingao my quando
L. po =1/4,p2 = 3/4;
2. Po = 1/6,])1 = 1/2,]93 = 1/3

Supomos que Xy = 1. Achar a média e a variancia de X,, para ambos os processos?

Solucgao:
L. po=1/4,p> = 3/4;

a probabilidade de extingdo, Ty, é a minimal (em intervalo [0, 1]) solucao da seguinte equagao
3 o
T = Z + i’fro

logo
4++16—-12 1
3mg —4n+1=0 = mp=—"— - =-cl
6 3
assim, mg = %
2. po=1/6,p1 =1/2,p3=1/3
a probabilidade de extingao, 7y, ¢ a minimal solucao do seguinte equagao

T I S B S STy SN o S SO (mo — 1)(2mg +2m9 — 1) =0

o= =+ = — = - — =7 - To — 37 = (m9 — T T —1) =

076 270300 6 20730 020 0 0T =R0

logo

—2£VI+8 1,
4 T2

i+ 2mr—1=0 = mp = 1.

V3,
2



assim, mg = */52_1 ~0.37. O

Exercicio 5. ([2], p.234) Modelo de difusdo de Ehrenfest. Suponha que se tenha um recipiente com uma membrana
que o separa em compartimentos A e B. Inicialmente, ha j moléculas no compartimento A e a — j no compartimento
B. Diz-se que ocorre uma transi¢do sempre que uma molécula atravessa a membrana (tanto de A para B como de B
para A). Seja X,, o numero de moléculas no comportamento A apds n transi¢oes. Em cada transigao, X,, aumenta ou
diminui em exatamente uma molécula. Suponha que a probabilidade de que uma molécula mude de compartimento
seja proporcional ao nimero de moléculas no compartimento de onde saiu tal molécula. Monte um modelo de uma
cadeia de Markov desse processo de difusao. O que pode dizer sobre a medida invariante do processo? Falam que a
medida invariante existe e ela é distribuigao binomial. Confere?

Solugao: X,, € {0,1,...,a} probabilidades de transicao pelo anunciado sdo
Pii-1 =~ Piit1 = 1- o parai= 1,...,a—1, e po1 =paa-1=1

a medida invariante achamos de sistema das equagoes

1
o = —T1
i+ 1 i—1
T = g1+ (1 — Tk—1
a
1
Mg = —Ta—1

logo, observamos que existe a relagao:

e facil de ver que

que é distribuigdo binomial B(a, %) O
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