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1 Introducao

Na resolucao de problemas de mecanica do continuo como na deducao de leis
constitutivas deve-se obedecer aos principios fisicos de conservacdo de massa,
conservagao do momento linear, conservagao do momento angular, consevagao
de energia, primeira lei da termodinamica e segunda lei da termodinamica. Estes
principios se aplicam a todos os materiasi e condigoes de carregamento e dao
origem as euagoes de campo (leis fisicas aplicadas em um ponto do corpo) e leis
de equilibrios (lei fisicas aplicadas no volume do sélido) [1].

Para facilitar o desenvolvimento das equagoes define-se o teorema de trans-
porte para derivadas temporais de uma certa uantia dentro do volume de um

corpo.
Dﬂt/g(ﬁdv = /Q (¢§+¢tracl) dv (1)

Na equagdo acima, ¢(x,t) é qualquer campo espacial (Euleriano) € é o vol-
ume do corpo estudado no instante de tempo ¢ e [ é o gradiente do tensor espacial
de velocidade. A equag@o acima pode ser escrita também como (utilizando as
relacoes v = JV e % = j = Jtracl = Jdiv(v)):

% i odv = /Q (gb + gbdivv) dv (2)

1.1 Conservacao da massa

A massa de um corpo pode ser entendida como sendo a soma das massas de
todas as particulas que constituem tal corpo (N&o estd se considerando casos
com variagao de massa). Considere um corpo {2 no instante de tempo t e que nao
existe massa entrando ou saindo do corpo, portanto a taxa (derivada temporal)
pode ser escrita como [1]:

z /Q pla,8))dv = 0 3)

A mesma equagao anterior expressa na descricao Langrangeana (referéncia
ou descrigao material).



2 mx v =0 (4)
Qo
Integrando as equacoes 3 e 4 resulta na massa total do corpo no instante t e
no instante de referéncia. Essas equacoes sao as equagoes de balanco de massa.
Essas equagoes de balango (governam um volume finito do corpo) podem ser
convertidas para equagdes de campo (govvernam um ponto do corpo) que sao
validas para cada ponto que compoem o corpo.
Considerando a condigao de referéncia, a qual é independente do tempo, tem-
se que essa relagao é valida para todos os pontos do corpo, portanto pode-se
escrever:

oK)V = fo(X. 1) o)
o, Dt
Sendo a equagao 5 a equacao de campo da conservvagao de massa na de-
scricao Lagrangeana. Ja para a equagao de balanco na configuracao corrente
(Euleriana), procede-se de maneira semelhante, porém como o volume 2 muda
com o tempo nao se pode simplesmente colocar a derivada temporal dentro da
integral, como foi realizado para o caso na descrigao material.
Para esse caso, leva-se a equagao 3 para a configuragao de referéncia e fazendo
uma mudanca de varidvel = (X, t), pode-se passar para dentro da integral a
derivada temporal.

D
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A equacgdo 6 é vélida para cada ponto do corpo, portanto pode-se escrever
conforme mostrado pela equacao 7:

[p(x(X,1)))]dV =0 (6)

D
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Aplicando a regra da cadeia na equacao 6 tem-se:

[p(X(X,))J)]dV = 0 (7)

/Q PO )T + p(x(X,£) 1dV = 0 (8)

Aplicando a relagéo reversa X = y(x,t) e lembrando que dv = JdV chega-se
a seguinte equagao na configuragao corrente.

| ot + ol ) 1o =0 o)

Como mencionado anteriormente a equagao 9 ¢ valida para cada ponto do
dominio, e também lembrando que J/J = divv chega-se a seguinte equacao de
campo para a descri¢cao espacial.

p(, 1)) + p((z, 1)) dive = 0 (10)



Uma das relagdes mais tteis para a conservacao de massa, pg = Jp pode ser
obtida utilizando as equagodes 6 e 5.

D odx )0 av (1)
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Sendo a relagdo acima vélida para qualquer ponto do continuo, chega-se a
po = Jp.

Uma outra forma para se chegar a esse mesmo resultado vem da interpretagao
da mudancga de configuracao de um soélido. Considere nesse caso uma base e;,
na condicao de referéncia, entao pode-se escrevevr os vetores em relacao a essa
base como dAi = dA;e;.

Nesse caso o volume de um sélido formado por esses vetores pode ser dado
pela relagao apresentada na equagao 12

dVy = (61 X 62) : 63dA1dA2dA3 = dAldAgdAg (12)

Considerando que esse corpo passe por uma mudanga de configuragao, pode-
se escrever da* = Fj;dA;. Portanto na configuracao corrente o volume é dado
pela equacao 13

dV = (61 X 62) . €3da1da2da3 = (F61 X F@Q) 'F€3dA1dA2dA3 =

13
det(F)dAldAgdAg = JdVQ ( )

Utilizando o resultado da equacao 13 e lembrando que a massa de um corpo

é dado por dm = pdV, portanto segue que dmy = dm, e portanto pgdVy = pdV .
Utilizando a relagao obtida na equagao 13, tem-se podVy = pJdVy, e portanto

po = Jp.

1.2 Conservagao do momento linear

A segunda Lei de Newton temos que a a somatdria das for¢as de superficie e
volumétricas € igual a derivada temporal do momento linear total que age sobre
o corpo. Matematicamente essa lei pode ser escrita como [1]:

D
tds +/ bdv = — | vpdv 14
/F Q Dt Jq (14)

Onde t é o vetor de forcas de Cauchy agindo sobre um elemento de area ds
na configuracdo corrente (Euleriana). I' é a superficie do corpo, b sdo as forgas
volumétricas que agem no volume ).

Utilizando o teorema do divergente e recordando a férmula de Cauchy (t = on)
no termo de forca na superficie da equagao 14 tem-se que a mesma pode ser
escrita para todo o dominio do corpo.

D
/divadv—l—/ bdv = —/'updv (15)
Q Q Dt Jq



Por fim, considerando que a massa se conserva (Dp/Dt = 0) a equacao 15
pode ser escrita como:

/ (div(o) +b—0p)dv=0 (16)
Q
Como a equacao 16 é valida para qualquer ponto do dominio, entao é corrto
afirmar que:
div(e)+b—0p=0 (17)

Deve-se lembrar que a equagdo 17 estd escrito na configuragdo corrente,
portanto é Euleriana. Pode-se proceder de maneira analoga e obter a equagao
de balango do momento linear na configuragao de referéncia (Lagrangeana).

div(P)+B —Vpy =0 (18)

Onde P é o primeiro tensor de Piolla-Kirchoff.

1.3 Conservagao do momento angular

O principio da conservagao do momento angular versa que os momentos aplica-
dos em um corpo € igual a derivada em relacao ao tempo do momento angular.
A dedugao desse principio é similar ao da se¢do anterior.

D
/Txtds—&—/rxbdv:—/rxvpdv (19)
r Q Dt Jq

Onde r é o vetor posigao do ponto em questao a origem do sistema de
referéncia adotado. Note que a deducao estd sendo realizada na configuragao
corrente.

Novamente recordando a férmula de Cauchy e aplicando o teorema do di-
vergente na equagao 19 obtem-se:

D
/ div(r x o)dv +/ r X bdv = —/ r X vpdv (20)
Q Q Dt Jq

O desenvolvimento dessa deducao fica mais facil utilizando a notacao indicial.
A equagao 20 reescrtia em notacao indicial fica:

0 D
ik = |riorld iikTibpdy = — iikT iV pd 21
/QGJkarl [rjakz] U—i—/ﬁejkrj kdv Dt/ﬂe]kr]vkp v (21)

Desenvolvendo a equacao 21 e considerando que a massa se conserva temos
a seguinte equacao.

0
/[Eijko—kl+€ijk7njﬂ]dv+/Eijkrjbkdv:/Eijk’r'j’[)kpdv (22)
Q Ory Q Q

Rearranjando a equagao 22.



0 .
/ {Eijkakl + €k {Ejkl + b — vk} } dv=0 (23)
Q 4]

O termo entre colchetes na equagao 23 é igual a zero (ver equagao 17). Como
a equagao 23 é valida para qualquer ponto do dominio chega-se a conclusao que
€i;:0% = 0, ou seja o tensor de tensoes de Cauchy é simétrico o = oT.

Essa mesma abordagem pode ser feita para a configuracdo de referéncia
utilizando o primeiro tensor de tensdo de Piolla Kirchoff (P), entdo obtem-se
que PFT = PTF, onde F é o tensor de mudanca de configuracdo. Note que o

primeiro tensor de tensao de Piolla Kirchoff nao é simétrico.

1.4 Primeira lei da termodinamica

O objeto no nosso estudo da primeira lei da termodinamica é um sistema
continuo fechado que pode realizar trabalho e trocar calor com o ambiente
que o envolve, mas nao pode haver troca de massa. Portanto um sistema ter-
modinamico é composto por uma quantidade de matéria continua e invariante.
Considere que esse sistema possua energia interna (u por unidade de massa).

A esse sistema pode-se associar energia cinética e potencial. Pode ainda
ocorrer geragao interna de calor (), além de troca de calor pela superficie
desse corpo (g). Nesse corpo ainda podem agir forgas de superficie (t) e forgas
volumétricas (b).

A primeira lei da termodinamica estabelece o balanco entre a potencia
mecanica e a taxa de calor com a variagao da energia total do corpo.

De modo a facilitar o entendimento da teoria, primeiramente trataremos dos
esforgos mecénicos externos cuja poténcia (Pp..) é dado pela equagao 24

Pmec:/b-vdﬂ—i—/tmdl“ (24)
Q r

Onde v é o vetor de velocidades do ponto em questdo na configuragdo cor-
rente (Formulacdo Eueleriana.
A equagao 24 pode ser simplificada utilizando o teorema do divergente.

Pmec:/Qb~de+/Qdiv(a~v)dQ:/Q[b-v—i—div(am)]dﬂ (25)

Fazendo o divergente do produto div(o - v) a equacao 25 pode ser escrita
como:

Pree = /Q[b cv + div(o - v)]dQ = -/Qb -v + [div(o) - v + grad(v) - o]dQ (26)

Ou em notagao indicial:

avi
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Rearranjando a equagao 27.

Pree = / (b; + 9045 Ju; + %aijdg - / (b+ dive)v + ogradv dQ  (28)
Q 8xj 8xj Q

Vale mencionar que para o caso de pequenas deformacoes o gradiente do
tensor de velocidades é semelhante a parte simétrica do tensor da taxa de de-
formagao ogradv ~ oé

A taxa de calor considera o calor transferido ao corpo através de sua su-
perficie, assim como o calor gerado internamente ao corpo. Portanto pode-se
escrever:

Q:_/Fq.ndr+/ﬂp~rd9 (29)

Na equagao 29 o sinal negativo do primeiro termo a direita se refere a con-
vencao que calor positivo é o adicionado ao sistema. Aplicando o teorema do
divergente nessa equacao, temos:

Q=— [ divg+p-rdQ (30)
Q

Como mencionado anteriormente, a primeira lei da termodinamica versa
sobre o balango de energia em um sistema termodinamico. Portanto, matem-
aticamente, a primeira lei da termodindmica pode ser escrita como sendo:

Pmec+Q:Ec+U+Epot (31)

Como a maioria dos processos estudados a mudanca de cota praticamente
inexiste, o termo da taxa de variagao de energia potencial serd desprezado,
o que facilita o desenvolvimento matemaético, porém a adicao desse termo é
consideravelemente facil se assim for necessario.

A taxa da energia cinética é definida como sendo:

_ 4
S dt Jg

Por fim, a taxa de energia interna pode ser escrita como sendo:

1
2PV vdf) (32)

C

U= pr qudQ (33)

Uma vez definido todos os termos a primeira lei da termodinamica é apre-
sentada na equacao 34.

d d 1
— pudQ—i——/ —pv-vdQ) = —/ divq—l—p-rdQ—l—/ (b+divo)v+ogradvd)
(34)



Recordando a equac@o de balango de momento linear (ver equagao 17) e
aplicando esse resultado no termo relativo a poténcia mecanica, e também con-
siderando que a equagao 34 é valida para cada ponto do dominio, temos a
seguinte relagao:

d d1l d
ﬁpu+£§pv~v:fdivq+p~r+(%v~p)v+0'gradv (35)

Trabalhando algebricamente a equagao 35, e considerando o principio da
conservagao de massa chegamos, finalmente, na primeira lei da termodinamica.

pu = —divg + p - r + ogradv (36)

Para o caso de pequenas deformacoes, a primeira lei da termodindmica é
apresentada na equagao 37.

pu = —divg+p-r+oé (37)

1.5 Segunda lei da termodinamica

Como ja mencionado anteriormente, a primeira lei da termodinamica versa sobre
o balancgo de energia, porém nao impoem nenhuma restrigao sobre como que essa
conversao de energia se da. Para processos reversiveis essa auséncia de restrigao
nao possui nenhum problema. Por outro lado, para os processos ireversiveis ha
a necessidade de se fazer essa restricao em relagao de como se dé esse balanco
de energia.

A segunda lei da termodinamica versa sobre as restricbes ao balango de
energia tratando assim da reversibilidade e irreversibilidade dos processos ter-
modindmicos.

Para tal é introduzido o conceito de entropia na qual sua variacao, em um
sistema isolado, nao pode ser negativa. Por entropia entende-se como o valor
numérico que mostra que os processos fisicos somente podem ir em uma dada
diregao em um dado intervalo de tempo. E também conhecida como a medida
da desordem de um sistema que passa por um determinado processo.

Em um porcesso reversivel a variacao da entropia é igual a variagao do
calor transferida ao sistema. Por outro lado, para processos irreversiveis podem
haver porcessos internos que podem levar a transformacao de energia em calor
adicional. Portanto a variagao de entropia juntamente com o calor trasnferido
ao sistema caracterizam a sua reversibilidade ou irreversibilidade.

Juntamente com o conceito de entropia, vem o conceito de temperatura de
modo a associar a entropia de um sistema com a quantidade de calor do mesmo.

A entropia de um sistema fechado pode ser dada por:

S =] spdQ (38)
Q

Onde s ¢é a entropia especifica e p é a densidade.



Tem-se que a segunda lei da termodindmica a variagio (taxa) total da en-
tropia deve ser igual ou maior que a variacao provocada pela transferéncia de
calor ou calor gerado dentro do sistema. Matematicamente a segunda lei da
termodinamica ¢é escrita como:

d r q
= 0> [ Zpd0 — [ L. pdr
dt Jo " —lﬁp AG” (39

Onde 0 é a temperatura. Na equacao 39 a igualdade vale para os processos
revesiveis. O sinal negativo no termo da transferéncia de calor pela superficie é
para ajustar a convencgao de que calor positivo é quando o mesmo é adicionado
ao sistema.

Desse equacdo, para os processos irreversiveis, tem-se que a energia trans-
ferida ao sistema nao fica armazenada unicamente como energia interna do sis-
tema, mas acaba sendo empregada em algum outro fenémeno interno como, por
exemplo, processo de danificagao, plastificacao, etc.

Aplicando o teorema do divergente no termo de transferéncia de calor na
equacao 39, tem-se a seguinte equagao.

d r . q
— dQ) > —pdQ) — | div=df) 4
i Jyoeez [ e g )

Considerando que a equagao acima é valida para cada ponto do dominio,
e também considerando a invariabilidade da massa, por fim a segunda lei da
termodinamica pode ser escrita como apresentada na equacao 41.

d
pd—j - ngr div% >0 (41)

1.6 Desigualdade de Clausius-Duhem

Uma vez tendo em maos as equagoes da primeira lei (equagao 36) e da segunda
lei (equagao 41), pode-se combinar essas equagoes na forma de uma desigualdade
que deve ser observada para que determinado processo seja termodinamicamente

admissivel.
Primeiramente desenvolve-se o termo relativo a transferéncia de calor que
aparece na equagao da segunda lei.
q 1

divg edivq —

Substituindo na equagao da segunda lei, tem-se:

91—2 gradfq (42)

ds r 1

Par 9"

Isolando o divergente da troca de calor na primeira lei, substituindo na
equagao 43 e multiplicando ambos os lados por 6 chega-se finalmente na de-

sigualdade de Clausius-Duhem.

. 1
divg — ﬁgraqu >0 (43)



d d 1
pd—jﬂ —rp+ (pd? + Ugradv) — ggrad9q >0 (44)

References

[1] Jorgen Bergstrom. Mechanics of Solid Polymers. William Andrew Publish-
ing, 2015.



