Campos conservativos
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Definicao
Um campo vetorial F : Q C R?> — R? é conservativo se existir

@ :0Q — R tal que
V(p(X,y)::E(X,y), (X,_)/)EQ.

A fungdo ¢ € chamada de fungdo potencial de F.
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Exemplo

O campo ﬁ(x,y) = xi+ yfé conservativo, pois, tomando

2 2
o(x,y) = % + y? teremos,

Volx,y) = Flx,y), (xy)€R?
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Exemplo

-

B 2 .
x2+y2’+X2 ¥ 20 (x,y) € R“—{(0,0)} ¢

O campo F(x,y) =

conservativo, pois, tomando @(x,y) = (x% + y2) teremos,

§|n

Vo(x,y) = F(x,y), [(x,y)€R*—{(0,0)}
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Observacao:
Notemos que se F(x,y) = P(x,y)i + Q(x, y)j é conservativo,
existird uma funcio @(x, y) tal que

o o

a(xd/):P(X)Y)) @(X,y)ZQ(X,}/)-

Deste modo, como consequéncia do teorema de Schawarz temos:
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Teorema
Seja F: Q CR?2 = R?, F(x,y) = P(x,y)i + Q(x,y)j um campo
vetorial de classe C1. Se F é conservativo ent3o

0Q oP

a(xy)/):a(x))/)) (X>Y)€Q-

Exemplo

O campo ﬁ(x,y) = —yi+xj = P(x,y)i + Q(x,y)j ndo é

; s 0Q _ _1=20P
conservativo, pois 3y =1# —1 = 3 -
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Teorema

Seja F:QCR2—5R2um campo vetorial continuo e conservativo
e @ : QO — R uma fungcdo potencial de F. Suponha que

v : [a, b] = Q uma curva de classe C*, comy(a) = A e y(b) = B.
Entao

L Fdy = Lvtpdv = @(B) — ¢(A).
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Observacao:

1) Se F é campo conservativo e y : [a, b] — Q) uma curva de classe
C! tal que y(a) = y(b) (curva fechada) vem do teorema anterior
que

J I-:dy:O
v

2) Se vy :[a, bl — Q, e ya:[a,b] — Q sdo curvas de classe C*
tais que y1(a) =va(c) e y1(b) = y2(d) vem do teorema anterior
que

J ﬁleZJ Fdv»
Y1 Y2
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Exemplo

Ca/culeJ xdx + ydy onde y(t) = (t3 4 t,In(t+1)),0 < t < 1.

v
X2 2

solucdo: Temos que @(x,y) = 5 + y? ¢ uma funcdo potencial

do campo I-:(x,y) = xi+ yﬁ Dai do teorema anterior temos
|| xabt vty = olv(w) - oiv10)
v

(In2)?

=@(2,In2) —@(0,0) =2+ >
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Exemplo

Mostre que o campo

= -y = X -
F(X’y):x2+y2l+x2+y2j’ (X)Y)€R2_{(O)O)}

ndo é conservativo.

solucdo: Considere a curva fechada v : [0,271] — R?,
v(t) = (x(t),y(t)) = (cos t,sent). Temos que

21

| Fav = Forienvieer
Y 0
27
—sent , cost ’
= — X (t)dt + ———y ' (t)dt
L cos?t +sen2t (£)dt + cos?t +sen2t’ (2)
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21 271
= J sen®t + cos® tdt = J dt =27
0 0

Portanto F n3o é conservativo pois a integral de linha de F sobre o
caminho fechado y é diferente de zero.
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