Aula 18

Integral dupla: Coordenadas polares
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Coordenadas Polares

Um ponto P = (x,y) do plano fica completamente determinado se
soubermos a distancia r de P a origem O = (0,0) e o angulo

0 € [0, 27), medido no sentido anti-horario e a partir do semi-eixo

positivo das abcissas, entre este semi-eixo e a reta determinada por
P e por O. Definimos a seguinte transformacdo

x=rcosf, y=rsenb

onde r > 0 e 0 < 0 < 2m. Esta transformacdo é chamada de
transformac3o de coordenadas polar, é injetora, e de classe C1.
Temos o seguinte:
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Mudanca de variavel

Teorema

JJ f(x,y)dxdy = JJ f(rcos®,rsen®)rdrdd
B Br,S

onde B, g € o conjunto B escrito em coordenadas polares.
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Exemplo

Calcule
JJ cos(x? + y?)dxdy
B

onde B={(x,y) e R% x>+ y?> <1}

solucao: Fazendo a mudanca de varidvel x = rcos0, y = rsen@
temos que x? + y? = r? e que B em coordenadas polares é igual a
Brg = (0,271 x [0,1]. Portanto

JJ cos(x? + y?)dxdy = JJ cos(r?) rdrd®
B Br,S
271 1
= J ( =Tsen (1)
0 0

1 1
J cos(rz)rdr> dd =2mn <2sen (r2))

0
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Exemplo
Calcule

JJ mdxdy
B

onde B ={(x,y) € R%x >0,y >0, x> +y? < 4}.
solucao: Fazendo a mudanca de varidvel x = rcos0, y = rsen@

temos que \/>ﬁy2 = r e B em coordendas polares é igual a
Bro = [0,5] x [0,2]. Portanto

JJ \/dedy:JJ r rdrd©
B Br‘e
Z 2 32
:FJ Pdrdo =~ | = 2n
o Jo 23
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Exemplo

Use coordenadas polares na integral dupla para calcular a drea de

B={(x,y) eR% y>0,4<x>+y* <9}
solucdo: Temos que a drea de B, A(B) é igual a

ae) = | L dixdy

e B em coordenadas polares é igual a B, g = [0,71] x [2,3].

Portanto
A(B) :JJ dxdy:JJ rdrd©
B Bro

w3 r23
J J rdrd® = m—| = =
5 2
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Exemplo
Calcule

J J xdxdy
B

onde B={(x,y);x >0,y >0,y <x, x*+y> <1}
solucao: Fazendo a mudanca de coordenada x = rcos9,
y =rsenB e B em coordenadas polares é igual a

Bro = [0, %] x [0, 1]. Portanto

JJ xdxdy = JJ rcos Ordrd®
B Br‘e

1

s
4

w

r

0 3

ol

T
= J4 J r? cos 0drd® = sen® =
0 0
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Exemplo

Sejam a > 0 e b > 0 fixos. Mostre que a drea da elipse

X2 2
Eap={(xy) €B% 5 + 55 <1)

€ mab.

solucdo: Temos que a drea de E,, é

AEwe) = || aay

a,b

Agora, fazemos a mudanc¢a de varidvel

X
— =rcos0, Y — rsen®
a b
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Temos que esta mudanga transforma E, , em B, g = [0, 27] x [0, 1].
Como esta mudanca é uma modificacdo das coordenadas polares
entdo na integral trocamos drd© por abrdrd®. Deste modo,

A(E.p) = JJ dxdy = JJ abrdrd©
Ea‘b Br,e

21 rl
= abJ J rdrd® = mab
o Jo
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