Aula 19

Integral de Linha de um campo vetorial



Aula 19

Campo vetorial no plano

Definicao
Seja Q C R%. Uma funcio F:Q — R2 é chamado um campo
vetorial. Notemos que podemos esrever

—

F(Xay) = (P(X)y)) Q(X))/))
onde P, @ : Q — R. Em notacdo vetorial escrevemos
Flx,y) = Plo,y)i+ QUx, )

onde i = (1,0), J = (0,1) os vetores candnicos de R?. Dizemos
que F é de classe CK, quando P e Q forem de classe Ck.
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Exemplo
A) Flx,y) = (x,y?) = xi +y*j
B) F(x,y) = (0,1) =
C) Flx,y) = (x,y) =xi +yj
2

= 2 o -
D) F(X>}/):ﬁy2’+#y21

E)F X,y) —cos(xy)/+(x +y )f.
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A integral de um campo vetorial sobre uma curva

Definicao
Suponha Q C R? aberto, F:QCR2 R2, com

Flx,y) = Px, )i + Q(x,y)j

um campo vetorial continuo ey : [a, b] — Q, y(t) = (x(t), y(t)),
uma curva de classe C1. Definimos a integral de linha de F sobre

Y por
b

L Fay = | Fly(e)y/(t)ct

a
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Observacao:

A) Uma interpretagio fisica para integral de linha de um campo
vetorial sobre uma curva, é pensar que o campo F é um campo de
forcas atuando em Q) e que uma particula descreve um movimento
em Q) com fun¢3o de posicdo dada por y. A integral de linha de F
é o trabalho realizado por F de v(a) até y(b).

B) Uma outra notagao para a integral de linnha de um campo
Flx,y) = Plx, )i+ Q(x,y)j é

JPW+QW
y
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Calcule
2 3
J x“dx + y>dy
v

onde y(t) = (t, t?), t € [0, 1].
solucdo: Temos que x(t) =t e y(t) = t2, segue que x'(t) =1 e
y'(t) = 2t. Daf

1
J x2dx + y3dy = J [£2x"(t) + tO/(¢)]dt
Y 0

7

1 t3 t8
:J t2dt +2t7Tdt = (— + —)| =
o 12

0 3 4
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Exemplo

Calcule
J (x? + y?)dx + ydy
Y

onde y(t) = (cost,sent), t € [0,27].
solucdo: Temos que x(t) =cost e y(t) = sent, seque que
x'(t) = —sent e y'(t) = cost. Dai

21

J (x% + y?)dx + ydy = J [(cos? t + sen’® t)x(t) + sent y'(t)]dt
Y 0

27

1
sen tdt+2J sen2tdt =0
0

27

27
= J —sentdt+sentcostdt = — J
0 0
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Definicao

Sevy:la,b] = Q uma curva C 1 por partes, isto €, existe uma
particdoa=ty<t; <---<t,=b ecurvasvy;: [ti_1, ti]] — R?,
i=1,---,ndeclasse C' ey(t) =v,(t), para t €ti_1, t;[. Neste
caso, se F é um campo vetorial continuo em Q, definimos

JI—:dy:J ﬁdy1+---+J Fvn
Y Y1

n

Exemplo
Calcule

onde y(t) = (t,t]), -1 <t < 1.
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Temos que

J xdx+ydy:J
v

xdx + ydy + J xdx + ydy
Y1

Y2
onde yi(t) = (t,—t), -1 <t <0evy2(t)=(t,1), 0 <t <1

0
=1

0
J xdx + ydy = J 2tdt = t2
Y1 -1 —1

1

J xdx+ydy:J 2tdt =1
Y2 0

Portanto,
J xdx + ydy =0
v
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Teorema

Seja QO C R? aberto e F:Q —R2 um campo vetorial continuo.
Suponha que vy : [a,b] — Q ey : [c,d] — Q duas curvas de
classe C! tais que Imyy = Inrys.

A) Se yi(a) =v2(c) eyi(b) =v2(d) entdo

J ﬁdy1=J Fdv»
Y1 Y2

B) Seyi(a) =va(d) e y1(b) =v2(c) entdo

J ﬁd'}/l:—J I‘:d’}/g
Y1 Y2
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Exemplo
Seja F um campo vetorial continuo em R?. Se y1(t) = (t, t),
0<t<1levys(t)=(t2t),0<t< 1 entdo

J ﬁdylzJ' ﬁdYQ
Y1 Y2

solucdo: De fato, Imy1 = Imy2, v1(0) =v2(0) e y1(1) = v2(3).
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Exemplo
Seja F um campo vetorial continuo em R?. Se y1(t) = (t, t),
0<t<levyy(t)=(1—t,1—1),0<t<1 entio

J Fdy1 = —J Fdvs
Y1 Y2

De fato, Imy;1 = Inry2, v1(0) = v2(1) e y1(1) = v2(0).
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