Capitulo 8

Controle Hy, Multivariavel:
Sensibilidade Mista

Neste capitulo, formula-se o problema geral de sensibilidade mista Hy, através
do conceito de transformacgao liner fraciondria (LFT) e o conceito de planta
estendida MIMO. O problema de sensibilidade mista S/KS é entao formulado
e o algoritmo de sintese do controlador é apresentado. Finalmente as incertezas
sao incluidas no esquema e o problema S/T/KS e apresentado.

8.1 Problema Geral: Planta Estendida

Antes de entrarmos nos diversos tipos de situacoes que vamos querer resolver com a técnica
de Controle Hy,, devemos introduzir o chamado problema padrao, que é a forma que os
algoritmos de projeto (em particular, o Robust Control Toolbox do MATLAB) requerem
que o problema esteja de forma o poder operar. Esta forma padrao é apresentada na
Fig.[8:2] que é composta por trés matrizes de fungoes de transferéncia:

e P(s): é a chamada planta estendida, que deve conter a planta combinada com
matrizes de fungoes peso, cujo papel serd esclarecido mais adiante;

e K(s): o controlador, que é o objeto de estudo e projeto, que deve ter parametros
invarintes no tempo

e A(s): a matrizes de fungoes de transferéncia de incertezas, conhecida como matriz
das perturbagoes, e tal que ||Alls < 1.

Os sinais apresentados neste diagrama de blocos sao denominados:

w: vetor dos sinais externos, que contem, dentre outros, sinais de referéncia, distirbio
e ruido;

z: vetor os sinais conhecidos como saidas de desempenho, que nao necessariamente
contem as saidas tradicionais (medidas por sensores), mas podem contem qualquer
sinal que se use para fins de projeto e anélise de desempenho, como erros, sinais de
controle, ou até mesmo versoes filtradas destes;

v: vetor de entrada do controlador, que normalmente é o vetor de erros;

u: vetor de sinais de controle, que sao fornecidos pelo controlador & planta de modo
a efetuar o controle em tempo real;

95



As)

A

W—> P(S) —>»Z

K(s)

Figura 8.1: Diagrama de Blocos Geral para Controle Robusto

e (: é o vetor de sinais virtuais que sao usados pela matriz de perturbacoes para criar
as incertezas;

e p: é o vetor de sinais virtuais através dos quais a matriz de perturbagoes causa
incertezas na planta.

E importante esclarecer que estes dois tltimos sinais nao existem fisicamente, mas
somente durante o periodo de projeto do sistema, para efeito de representar as incertezas
do sistema.

8.2 Projeto para Planta sem Incertezas

O bloco A(s) nunca entra na fase de projeto do controlador K (s). Deste modo, a matriz
de funcoes de transferéncia da planta estendida pode ser particionada em:

z| _ | Pn P2 ||w
v o P21 P22 u

e uma representagdo em espaco de estados tem a seguinte forma:
= Azx+ Biw + Bou

z = Chz+ Dyyw + Disu
= Cox + Dajw + Daou

que ainda pode ser representada em um forma mais compacta, que é:

A |B B
P(S) = Cl DH D12 (81)
Cy | D21 Do

de modo que a matriz de funcoes de transferéncia em malha fechada que relaciona w
e z ¢ dada pela formula:

z =[P + PioK(I — PpK) ' Pylw, (8.2)

Fu(PK)

onde F; é conhecida como transformagao linear fraciondria inferior das matrizes P e K.
Em seguida, busca-se encontrar o controlador K (s) que estabiliza internamente o sistema
em malha fechada com a planta estendida P(s) e tal que satisfaz o problema de otimizagao:
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Figura 8.2: Diagrama de Blocos para Projeto de Controle Robusto

min[F(PE) . (8.3)
K(s) inter. estab.

Se for encontrada a solucao para este problema de otimizacao, teremos um controlador
internamente estabilizante tal que o maximo ganho de energia entre os sinais de entrada
(disturbios e referéncias) e o erro filtrado é minimizado. As especificagoes estao incluidas
em W, e as incertezas na planta em W, de modo que se espera robustez.

8.2.1 Problema de Regulacao

Para o caso de um problema de regulagdo, onde a referéncia é nula e o controlador deve
somente levar o sistema ao equilibrio, atendendo certas especificagoes, mesmo na presenca
de distturbios, temos a planta estendida apresentada na Fig. Como v = —y = —w—Gu,
tem-se que a planta estendida é dada pela equacao abaixo:

21 Wyw + WpGu
| = W =
v —w — Gu
-Wp(joo) 9> Z1
7 W:d
“Wujo) P> l

r=0

Lo O

Figura 8.3: Planta estendida para problema de regulacao

Deste modo, temos que:

Fi(P,K) = { ng } - [ Kvﬁfj ] K(I+GK)™'= Will = GKS) } = [ W5

W, KS W, KS ] (84)
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Deste modo, se minimizarmos a norma ||F;(P, K)||s (ou como ja fizemos, buscarmos
uma solucao sub-6tima) estaremos resolvendo o problema de sensibilidade mista S/KS.

8.2.2 Problema de Rastreamento

Para o caso de um problema de rastreamento, onde o distirbio é nulo, atendendo certas
especificacoes, temos a planta estendida apresentada na Fig. Comov =r—y =r—_Gu,
tem-se que a planta estendida é dada pela equacao abaixo:

21 Wypr — WpGu W, | =W,G .
zo | = Wuu = 0 W [ " ]
v r— Gu I -G

Wpl(jo) > 21

Wu(jo) > l

Lo O

W=r

Figura 8.4: Planta estendida para problema de rastreamento

Deste modo, temos que:

= [ [ 4 Jom-[ 00 [ J5,

(8.5)
0 que mostra que a minimizagdo a ser feita é igual tanto para o problema de regulacao
quanto para o problema de rastreamento.

8.3 Problema S/T/KS MIMO

Se acrecentarmos uma saida de desempenho z3 = Wy, onde § = Gu, teremos o diagrama
de blocos apresentaaado na Fig. [8.5]

Z1 Wpr — WpGu

2 | Wyu B r

z3 | WGu - [ U ]
v r— Gu

Deste modo, temos que:
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Wp(jm) > Z1 23=q p

Wu(jo) > | Wijo) l

=0

¢*<

Figura 8.5: Planta estendida para problema S/T/KS

W, ~W,G W,(I — GKS) WS
FPK)=| 0 |+| W, |KI+GK)!'= W,KS = | W,KS
0 WG WGKS wT
(8.6)

J4 sabemos que o problema de otimizacao em Eq. ¢ em geral impossivel de se
resolver. O que se faz, entretanto, é buscar um controlador sub-6timo. O que se faz entao
é buscar um controlador (ou melhor, uma familia de controladores) estabilizante tal que a
matriz de funcoes de transferéncia T, = F;(P, K) seja tal que:

[ Tzwlloo <1

Os algoritos que buscam solugoes subdtimas garantem entretanto somente que:

1Towlloo <

ou seja, as especificagoes somente sao atendidas se v < 1.

Teorema 8.3.1. Se T, € tal que:

Ty = | WuKS

entao se ||Towlloo < 7, temos que:

7(S(jw)) < va(W, ' (jw))
G(KS(jw)) < ya(W, ' (jw))
G(T(jw)) < ye(W(jw))

H& algoritmos comerciais que buscam o sub-6timo de forma iterativa, com algum
critério de parada. Eventualmente, apo6s varias iteragoes, v pode ficar préximo de um,
ou até menor (quem sabe até chegue proximo do 6timo), o que também satisfaz as
especificacoes. Se o melhor valor de v a que se chegar for muito acima de um, ha algum
problema com as especificagoes (ndo podem ser atendidas) ou com a planta em si (nao-
controlavel /observéavel, por exemplo). O algoritmo de Doyle, como apresentado em [ZD9§|
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busca encontrar um controlador na forma de realimentacao de estados com observador,
através da solucao de duas equacoes algébricas de Riccati (ARE). Entretanto, ha também
a abordagem por desigualdades matriciais lineares (ou LMI) que é bastante popular [DP13].

8.4 Sintese de Controladores Hs e H

Dado que se deseja projetar um controlador como na Fig. e tal que [|[Towlloo < 7,
inicialmente é necessario uma representacdo em espaco de estados como em . Esta
forma padrao também pode ser usada para minimizar ||T,|l2 que, esta sim, pode ser
minimizada.

Para que estes problemas possam ser resolvidos pelos algoritmos cléssicos, as seguintes
restrigoes sao impostas:

1. A tripla (A, Bg, () deve ser estabilizavel e detectavel, de modo que haja controlador
estabilizante;

2. D1s e Do; devem ter posto pleno para que haja controladores realizaveis;

3. As matrizes [A_lewj ng le [A_CJ;"I 5211 | devem ter posto pleno para todo w, de modo a
assegurar que o controlador resultante nao cancel p6los com zeros no eixo imaginario;

4. D11 = 0 e Dy2 = 0, que é uma hipotese essencial para a sintese Hz, ja que isto
garante que o sistema seja estritamente proprio;

5. Pode-se fazer D1y = [(}] e Dy = [0 I] sem perda de generalidade.

Em geral, os problemas praticos satisfazem estas restricoes.

8.4.1 Sintese H,

Supondo que o vetor de sinais w(t) ¢ um ruido branco, ou seja, tal que E{w(t)w(t)T} =
I6(t — 7), entdo se calcularmos:

T
E{ lim 21T/ z(t)Tz(t) dt} = trace (E{z(t)z(t)T}) = || Tow||3

-T

onde a tltima igualdade vem do teorema de Parseval. Deste modo, minimizar a norma Hs
significa minimizar a poténcia da saida de desempenho. O algoritmo para solucao pode
ser encontrado com mais detalhes em [ZDG95].

Exemplo: Dado um sistema com distturbios de processo wy e de saida w,, que sdo ruidos

brancos:
& = Ax+ wg+ Bou
y = Cr+4w,

e tal que as matrizes de covariancia sao:

c{fs s w0}-[3 2o

e o funcional que se deseja otimizar é:

1 T
J = E{ lim T/ (2T Qx + u” Rul dt}
0

T—o0
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onde @ = QT >0e R = RT > 0. Este problema ¢ conhecido como LQG (Linear Quadratic
Gaussian) e sua solu¢ao é bem conhecida, pois se trata de um problema linear quadréatico.

Para colocar este problema na forma de um problema de otimizacao Hs, podemos
definir:

=

onde E{ww’} = I§(t — 7). A planta estendida para este problema tem a seguinte
representacao em espaco de estados:

A 0
C

O controlador obtido desta forma tem a estrutura

A - BK, - K;C | Ky
~K, | 0

Kiqa(s) =
onde:

e K, =R 'BTX e X = XT >0 ¢ a tinica solucdo semidefinida positiva da Equacio
Algébrica de Riccati:
ATX + XA—-XBR'BTX+Q=0
o Ky = YCTV=leY =YY" > 0 ¢é a tnica solucio semidefinida positiva da Equacio

Algébrica de Riccati:

YAT + AY —YCOTV-loy + W =0

Deste modo, a estrutura completa do sistema em malha fechada é apresentada na
Fig.[8:6] Este controlador, entretanto, nao é robusto.

8.4.2 Sintese H

No problema de sintese Hy, 0 que se busca é um controlador K (s) tal que:

1 Twzlloo = 1F1(P, K)lloo <

e isto se da através de um algoritmo iterativo. H& um teorema que d& as condicoes
necessarias para que exista um controlador tal que tal que ||Ty||cc < 7 tenha solugao.
Se 7o € o infimo do conjunto de valores de v para os quais existe controlador admissivel, é
possivel se aproximar de 7y por uma técnica de busca, podendo até ser possivel resolver o
problema de Controle Otimo H.

De fato, temos que || F;(P, K)||co < 7 se € s0 se:
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Figura 8.6: Sistema LQG com Filtro de Kalman

1. Existe X > 0 que seja solu¢ao da EAR:
ATX o + XA + CLCy + Xoo (v 2B1BY — BoBI) X oo =0

tal que RN\;[A + (v 2B1 BT — ByBY)] < 0 para qualquer i, e:

2. Existe Yo > 0 que seja solugao da EAR:
ATYoo + Yoo A+ B By + Yoo (v 2CTCy — CF05) Yo = 0

tal que R\;[A + (v 20T Cy — CTCy)] < 0 para qualquer i, e
3. p(XooYoo) <72
De fato, ha uma familia de controladores estabilizantes K (s) = F;(K¢, Q) onde

A | ~ZxLoo ZooBo

KC(S) = Fy 0 I
e I 0
eonde Foo = —BI X, Looc = —YooOF, Zoo = (I — v 2YooXoo) b e Ay = A+

Y 2B1BT X + BaFoo + ZooLooCa € Q(s) & qualquer matriz de fungdes de transferéncia
estavel e propria tal que ||Q||s < 7. O dito controlador central é aquele membro da familia
para o qual @Q(s) =0 e que tem a expressao:

K(8) = —Foo(sI — Aso) ' Zoo Lo

Além disso:
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e O controlador central possui tem o mesmo nimero de estados que a planta generali-
zada P(s).

e O controlador central possui também um estrutura de separacdo na forma de um
observador de estados e uma realimentacao dos estados estimados pelo observador
da forma:

i = Ad+4 By 2Bl XooZ +Bot + ZooLoo(Cait — )
N—
o (8.7)
u = FzZ

Exemplo: Para o caso do sistema linear MIMO de controle de vazao e temperatura
de ar apresentado na se¢do [7.2] ji vimos que um simples controlador proporcional
K(s) = kI nao pode sequer diminuir um pouco o erro estacionario sem levar o sistema
& instabilidade em malha fechada rapidamente.

Entretanto, se usarmos a técnica de sensibilidade mista S/K S, a tarefa de projetar
um controlador se torna mais sistematica. Para tanto, temos que especificar uma
funcao peso de desempenho W,(s) e uma fungao peso de controle Wy (s). Vamos
assumir que a fungao W), (s) é da forma ja conhecida:

S *
W

Wl = Ay

e vamos escolher uma constante de erro estacionério igual a A = 0.02, uma banda-
passante wj, = 4.0rad/s e um valor maximo que S|/ pode ter igual a 3.0.

Para se atender tais especificagoes, é necesséario escolher um peso nao muito alto de
controle Wy, (s). De fato, neste primeiro projeto, escolheu-se W, = 0.005. Na Fig.[8.7
tem-se o diagrama de Bode do inverso da fung¢ao peso de desempenho (em vermelho)
para as especificacdes desejadas. Na Fig. tem-se verde os valores singulares da
matriz de funcoes de transferéncia da planta e me azul os valores singulares da matriz
de funcoes de transferéncia em malha aberta, ou seja, L(s) = G(s)K(s), com o
controlador projetado. O valor de = obtido para este projeto foi v = 1.0796, o que
significa que as especificacoes foram atendidas com boa exatidao.

O controlador foi obtido utilizando-se a funcao do MATLAB [K,CL,GAM,INFO]
= hinfsyn(P) que aceita como entrada a planta generalizada P, que ja contém s
fungoes peso. Para se gerar esta planta, foi utilizada a fungdo do MATLAB P =
augw(G,Wl*eye(2),W2*eye(2),W3*eye(2)) onde as fungoes peso Wi e W sdo
respectivamente W, e W, e W3 foi considerada nula, uma vez que estamos resolvendo
um problema S/KS.

O controlador obtido é uma matriz de fungoes de transferéncia dois por dois e de
ordem onze, de modo que sua expressdo é muito complexa e nao serd apresentada
aqui. Seus valores singulares sdo entretanto apresentados na Fig. E interessante
notar que este controlador aumenta o ganho de L nas baixas frequéncias, de modo
a se atender as especificagbes de erro estacionério, e aumenta ligeiramente a banda-
passante. Na Fig. tem-se também os valores singulares da matriz S(s), que fica
praticamente baixo da fungao peso. A banda-passante real ficou wp = 2.86rad/s.
O valores singulares de T' e de L sao plotados juntos na Fig. [8.10] para efeito de
comparagao. Nota-se claramente que os valores singulares de 1" tendem aos valores
singulares de L nas altas frequéncias.
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Figura 8.7: Funcao Sensibilidade e Peso de Desempenho
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Figura 8.8: Funcao Sensibilidade e Peso de Desempenho

A resposta ao degrau para T é apresentada na Fig. [8.11} Nota-se que o tempo de
acomodacao ficou em torno de 1.0 segundo, o que é bem menor que os tempos de
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Figura 8.9: Valores Singulares do Controlador
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Figura 8.10: Valores Singulares do Controlador

acomodacao para o caso da planta, cujo menor era em torno de 4.0 segundos e o
maior em torno de 25.0 segundos. Nota-se também que o erro estaciondario ficou bem
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pequeno (em torno de 2%). Também se vé que os canais estao desacoplados, ou seja,
aplicar uma referéncia na entrada i somente vai afetar a saida i, e ndo vai afetar a
outra saida. Na Fig. B.12] temos os valores singulares da fun¢do de malha fechada
K S, que relaciona sinais de entrada com sinal de controle. Nota-se que o ganho de
energia ¢ alto nas baixas frequéncias e cai rapidamente nas altas.

Step Response
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Figura 8.11: Resposta ao Degrau Unitario de Referéncia

O sinal de controle para as respostas ao degrau apresentados na Fig. B.I1] sdo
apresentados na Fig. E interessante notar que os valores do sinal sdo muito
acima (por volta de 30 vezes) maiores que o valor de saturagdo. Isto se deve ao
fato de estarmos tentando impor uma dinimica muito mais rapida do que a que o
sistema pode suportar. Certamente, este projeto precisa ser refeito. Para mostrar
a capaciade de rejeicao de perturbacoes deste sistema, é apresentada a resposta ao
degrau de disturbio na Fig. Nota-se que o erro final de disturbio também ¢é
por volta de 2% e o tempo para ir para acomodar no valor final & da ordem de 1.0
segundo, o que é semelhante aos pardmetros para o degrau de referéncia.

8.5 Controladores H; e H,, com Integradores

Em geral, segundo [ZDG95], a técnica de sensibilidade mista ndo produz contro-
ladores com integradores. Neste mesmo livro, mostram-se algumas técnicas para
reformulacao dos pesos de forma a fazer aparecer integradores em K (s). Entretanto,
estas técnicas nao sdo tao imediatas. Veremos que o método Ho, Loop Shaping é
mis direto para insercao de integradores.
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