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Modelos de Regressao

» Expressar a relacao entre uma variavel
dependente e variaveis explanatorias
(independentes), por meio de uma equacao,
com o objetivo de previsao.

> As variaveis podem ser numéricas ou
indicativas de uma categoria.
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Regressao Linear Multivariada



Regressao Linear — Exemplo Introdutorio
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Regressao Linear — Exemplo Introdutorio

» Para este exemplo, o coeficiente de
determinacao (r?), que indica o percentual da
variacao em Y que pode ser explicada pela
variacdo em X, era de (—0,8635)* = 0,75.

» Assim, existe 25% de variacao em Y que nao é
consequéncia da (nao é explicada pela)
variacao em X.



Regressao Linear — Exemplo Introdutorio

» Uma nova variavel independente sera
introduzida na analise, e consiste na verba
gasta em publicidade (milhares de reais).

# Preco |Publicidade|Vendas
1 1,3 9,0 10
2 2,0 7,0 6
3 1,7 5,0 S
4 1,5 14,0 12
S 1,6 15,0 10
6 1,2 12,0 15
7 1,6 6,0 S
8 1,4 10,0 12
9 1,0 15,0 17

10 1,1 21,0 20

Xy Xy Y



Regressao Linear Multivariada

> Reta (curva) de Regressao: Y = by + b, X, + b3 X3

» A melhor regressao € aquela (i‘l-;e minimiza a
soma das diferencas quadraticas (distancia)
entre os pontos e a reta — método dos minimos
quadrados, e deriva da resolucao do sistema
abaixo:

ZY=nb0+b22X2 +b32X3
ZXZY —_ bOZXZ +b22X22 +bng2X3
ZX3Y — bOzX3 +bsz2X3 +b3ZX32



Regressao Linear Multivariada
Coeficiente de Correlacao

# Y X, X X,Y X.Y X,X Y? X,2 X2
1 10,0 1,3 9,0 13,0 90,0 11,7 100,0 1,7 81,0
2 6,0 2,0 7.0 12,0 42,0 14,0 36,0 4.0 49,0
3 5,0 1,7 5,0 8,5 25,0 8,5 25.0 2,9 25.0
4 12,0 1,5 14,0 18,0 168,0] 21,0 1440 23 196,0
5 10,0 1,6 15,0 16,0 150,0] 24,0 100,0 26| 2250
6 15,0 1,2 12,0 18,0 180,0 14,4| 2250 1,4 1440
7 5,0 1,6 6,0 8,0 30,0 9,6 25,0 2.6 36,0
8 12,0 1,4 10,0 16,8 120,0 14,0 144,0 2,0 100,0
9 17,0 1,0 15,0 17,0 255,0 15,0/ 289,0 1,0 225,0
10| 20,0 1,1 21,0 22,0 420,0] 23,1] 400,0 12| 4410
Soma 112,00 14,40 114,00 149,30 1.480,00 155,30 1.488,00 21,56 1.522,00
Média 11,2 1,44 11,4




Regressao Linear Multivariada

>  Sistema:
112 = 10by + 14.4b, + 114D,
149.3 = 14.4by + 21.56b, + 155.3b4
1480 = 114by + 155.3b, + 1522b4

» O sistema tem solucao, cujos valores sao: by =
16.4064; b, = —8.2476; b; = 0.5851.

A
\/ - J_@}M - 8,25*)@_ + 0/50\ * X3



Regressao Linear Multivariada

> Em R (“linear model”):

regressao <- Im(vendas ~ Preco +
Publicidade, data = ex0)



1. Soma dos Erros Quadraticos

» Soma dos erros quadraticos (SSE - sum of
squares for errors), € a diferenca entre os
pontos e a curva de regressao.

» Permite aferir quanto que a curva se adere
aos dados.

n
SSE = ) (i = 91’
i=1 =



1. Soma dos Erros Quadraticos

Y X, X3 Y Y-Y [(Y-Y)?
10,0 1,3 9,0/ 10,95 -0,95 0,90
6,0 2.0 7,0 4,01 1,99 3,97
5,0 1,7 5,0 5,31| -0,31 0,10
12,0 1,5 14,0 12,23| -0,23 0,05
10,0 1,6 15,0 11,99| -1,99 3,95
15,0 1,2 12,0/ 13,53 1,47 2,16
5,0 1,6 6,0 6,72 -1,72 2,96
12,0 1,4 10,0/ 10,71 1,29 1,66
17,0 1,0 15,0 16,94 0,06 0,00
20,0 1,1 21,0| 19,62 0,38 0,14
112,00 15,90
11,2 SSE




2. Erro Padrao da Estimativa

» O erro padrao da estimativa consiste no valor
padrao pelo qual o valor real difere do valor
estimado pela regressao.

O erro medio € zero.

Se o erro padrao o, for baixo, o0s erros
tenderao a ficar proximos de zero, indicando
que o modelo de regressao se adere aos
dados. Também indicara que o uso de um
modelo linear € valido.

» Um estimador de g, pode ser dado por s;.



2. Erro Padrao da Estimativa

Y(v-7)" |SSE

Syxy = Sg =
Yot n—k n)— k
> k — numero de parametros sendo estimados
pelo modelo E
s s, = |22 =151 o
7 = LD
= >

—

> Em R: summary(regressao)

Residual standard error: 1.507 on 7 degrees
of freedom



3. Teste de Hipotese Coeficiente Angular

>

Quando nao houver relacao linear entre duas
variaveis, o0s coeficientes angulares das
variaveis independentes sera igual a O.

Inferéncia sobre f, e [; por meio de um teste
de hipotese, para cada um dos coeficientes (b,

c b3): /
Ho:pz = 0 i
Hl:ﬁz * 0 >

b, — B>
sz

A estatistica de teste é: t =



4. Analise de Variacao dos Residuos

> E importante conhecer qual é a variacdo na
variavel dependente Y que esta associada a
variacao na variavel dependente X.

» Vamos considerar a variacao dos valores de Y

em torno de sua meédia Y (chamaremos de
SSTO - total sum of squares).
n

_ (=}\2
SSTO = Z(Yi
=1



4. Analise de Variacao dos Residuos

» Vamos separar o valor de SSTO em duas
componentes: uma sera a variacao dos
valores previstos pelo modelo de regressao ¥
em relacao a média Y (SSR - sum of squares
due regression); a outra medira a variacao dos
valores em relacao aos valores previstos (SSE
— sum of squares due to error), que € uma

variacao nao explicada pelo modelo.



4. Analise de Variacao dos Residuos

n n n
D == ) G-+ ) i =9
=1 =1 1=1

» Variacao total = variacao explicada pelo
modelo de previsao + variacao nao explicada
pelo modelo.



4. Analise de Variacao dos Residuos

Y X, X Y-Y |(Y-Y)?| Y Y-V |(Y-YV)? Y-Y [(Y-Y)2
10,0 1,3 9,0/ -1,20 1,44| 10,95 -0,25| 0,06/ -0,95| 0,90
6,0 2,0 7,0l -5,20| 27,04| 4,01| -7,19| 51,74 1,99 3,97
5,0 1,7 50/ -6,20] 38,44| 531| -5,89| 34,68 -0,31 0,10
12,0 1,5 14,0/ 0,80 0,64| 12,23 1,03 1,05/ -0,23| 0,05
10,0 1,6 15,0/ -1,20 1,44| 11,99 0,79 0,62] -1,99| 3,95
15,0 1,2 12,0/ 3,80| 14,44| 13,53 2,33] 5,43 1,47| 2,16
5,0 1,6 6,0/ -6,20| 38,44 6,72| -4,48| 20,06| -1,72| 2,96
12,0 1,4 10,0/ 0,80 0,64 10,71 -0,49| 0,24 1,29 1,66
17,0 1,0 15,0/ 5,80| 33,64| 16,94| 574 32,89| 0,06 0,00
20,0 1,1 21,0/ 8,80| 77,44| 19,62| 8,42 70,92 0,38 0,14
112,00 233,60 217,70 15,90
11,2 SSTO SSR SSE




4. Analise de Variacao dos Residuos

> Coeficiente de determinacao
SSE SSR 2177

" SSTO ~ SSTO ~ 233,6
> 1% indica a proporcao da variacdo em Y que
pode ser explicada pela variacao em X, e X;.

ré =1

= 0,932

» Aproximadamente 93,2% das vendas podem
ser explicadas pela variacao de preco e do
valor gasto em publicidade, enquanto que
0,8% das vendas sao atribuidas a outros
fatores.



5. Usando o Modelo para Previsao

>

Para o preco X, = 1,50 e para o orcamento de
publicidade (em milhares de R$) X; =10
prever a quantidade a ser vendida.

A\

¥ =16.4064 —8.2476X, + 0.5851X; = 16.4064 —
8.2476(1,50) + 0.5851(10) = 14,06.



Exemplo de Colinearidade



Colinearidade

» A colinearidade ocorre quando uma ou mais
variaveis independentes sao altamente
relacionadas.

~7 \
3 i1 1L £y 1 L T )

ramy 3 |

(n—1)8z 82,

Sr,e 8,530 0s desvios padrdo de X e X, respectivamente.



Colinearidade & Diagramas de Venn

Nao existe correlagao entre X1 Existe correlacao entre X1 e
e X2. 1ave1 phca X2. Parte da variacao de Y
part ag’cro eY pode ser atribuida a cada
variavel.

Fonte: utminers.utep.edu/crboehmer/Multivariate%20Regression.ppt



Colinearidade Perfeita & Diagrama de Venn

X2 € funcao de X1. Portanto, incluir X2 no
modelo de previsao nao ira explicar
nenhuma variacao de Y que € atribuida a X1.

Fonte: utminers.utep.edu/crboehmer/Multivariate%20Regression.ppt



Colinearidade

» A colinearidade tem como consequéncia:

1.

A medida que novas variaveis sdo acrescentadas
ao modelo, o coeficiente de uma variavel pode
mudar de sinal, adquirindo sinal contrario ao de
sua correlacao.

As estimativas dos coeficientes dos modelos de
regressao variam grandemente de amostra para
amostra.

Torna-se dificil o entendimento e a interpretacao
da contribuicao de cada variavel junto a variavel
dependente.



Colinearidade - Exemplo

» Considere o seguinte exemplo que procura
explicar o gasto anual de uma familia com
alimentacao (1), em centenas de reais, por
meio das variaveis independentes de renda
anual em milhares de reais (X,) e tamanho da
familia (X3). *"



Colinearidade - Exemplo

Familia

Gasto
Anual
(Y)

Renda
Anual

(X2)

Tamanho
da Familia

(X5)

24

16

18

24

23

11

15

21
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20
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Colinearidade - Exemplo
> cor(exl)

&) X2 X3

Y 1.0000000 0.8838733 0.7368500
X2 0.8838733 1.0000000(0.8666181)
X3 0.7368500 0.8666181) 1.0000000

W\QJUTE OQ/ GO'W%O\W:'&!CO(Q




Colinearidade - Exemplo

» Apesar de ambas variaveis serem correla-
cionadas de forma positiva com Y, o
coeficiente de X; € negativo, sugerindo que
com o aumento de uma pessoa na familia, o
gasto com alimentacao cai independente da
renda familiar, o que € inconsistente.



Procedimento para Selecao de
Variaveis Independentes



Selecao de Variaveis - Exemplo
» Um dos canais de distribuicao de uma

empresa € a venda direta, por meio de uma
equipe de vendedores que visitam os clientes.
A empresa esta interessada em prever se um
funcionario sera um bom vendedor, e para
isso pretende confrontar o nivel de vendas do
primeiro més de trabalho (Y) com as seguintes
variaveis: nota no teste de aptidao para
vendas (X,), idade do vendedor (X;), nota em
uma prova de ansiedade (X,), anos de
experiéncia anterior (X:), € média ponderada

do ensino médio em escala de O a 5 (X;).



Selecao de Variaveis - Exemplo

» Identifique quais as variaveis mais relevantes
para explicar o desempenho da equipe de
vendas.



Selecao de Variaveis (Dados 1/2)

Unidades Meédia
Vendidas em |Teste de Teste de Ponderada
Meés de Aptidao | Idade | Ansiedade | Experiéncia| Ensino

Experiéncia (Y) (X5) (X3) (X4) (anos) (X5) | Médio (Xg)
44 10 21,1 4,9 0] 2,4
47 19 22,5 3,0 1 2,6
60 27 23,1 1,5 0 2,8
71 31 24,0 0,6 3 2,7
61 64 22,6 1,8 2 2,0
60 81 21,7 3,3 1 2,5
58 42 23,8 3,2 0 2,5
56 67 22,0 2,1 0 2,3
66 48 22,4 6,0 1 2,8
61 64 22,6 1,8 1 3,4
51 57 21,1 3,8 0 3,0
47 10 22,5 4.5 1 2,7
53 48 22,2 4.5 0 2,8
74 96 24,8 0,1 3 3,8
65 75 22,6 0,9 0 3,7




Selecao de Variaveis (Dados 2/2)

Unidades Meédia
Vendidas em |Teste de Teste de Ponderada
Meés de Aptidao | Idade | Ansiedade | Experiéncia| Ensino

Experiéncia (Y) (X5) (X3) (X4) (anos) (X5) | Médio (Xg)
33 12 20,5 4,8 0] 2,1
54 47 21,9 2,3 1 1,8
39 20 20,5 3,0 2 1,5
52 73 20,8 0,3 2 1,9
30 4 20,0 2,7 0] 2,2
58 9 23,3 4,4 1 2,8
59 98 21,3 3,9 1 2,9
352 27 22,9 1,4 2 3,2
56 59 22,3 2,7 1 2,7
49 23 22,6 2,7 1 2,4
63 90 22,4 2,2 2 2,6
61 34 23,8 0,7 1 3,4
39 16 20,6 3,1 1 2,3
62 32 24,4 0,6 3 4.0
78 94 25,0 4.6 ) 3,6




Selecao de Variaveis
> cor(ex2)

AN OGN .
Y 1.0000000 0.6761204 0.8119 -0.2958398" 0.5498340 0.6217841

X2 0.6761204 1.0000000 0.2566494 -0.2219880 0.3496392 0.3177716
X3 0.8119558 0.2566494 1.0000000 -0.3192239 0.5575954 0.6969216
X4 -0.2958598 -0.2219880 -0.3192239 1.0000000 -0.2786892 -0.2443816
X5 0.5498340 0.3496392 0.5575954 -0.2786892 1.0000000 0.3121288
X6 0.6217841 0.3177716 0.6969216 -0.2443816 0.3121288 1.0000000



Selecao de Variaveis — Método Exaustivo

> O meétodo exaustivo consiste em gerar todas
as possiveis combinacoes de variaveis, e
avaliar o0 coeficiente de determinacao
resultante.

» Para n variaveis independentes, havera 2"
possibilidades.

» Sera solucao a combinacao que resultar no
maior coeficiente de determinacao.

» Caracteristica desejavel: menor numero
possivel de variaveis, visando garantir a maior
independéncia entre as variaveis.



Selecao de Variaveis (1/3)

—
__»
7

Variaveis # Graus de o

Independentes Parametros |Liberdade r
X5 2 28| 0,457
X3 2 28| 0,637
X4 2 28| 0,088
Xs 2 28| 0,302
X6 2 28| 0,387
Xy [X3 3 27| 0,8948
Xy (X4 3 271 0,479
X, X5 3 271 0,569
X, [Xg 3 271 0,641
X5 (X4 3 271 0,642

DN N



Selecao de Variaveis (2/3)

Variaveis # Graus de 2

Independentes Parametros |Liberdade r
X5 (X5 3 271 0,657
X5 [Xg 3 271 0,646
X4 X5 3 271 0,324
X4 | Xg 3 271 0,409
Xs [Xg 3 271 0,327
Xy (X5 | X4 4 26| 0,8951
Xy | X3 [Xs 4 26| 0,8948
X2 | X5 | X6 4 26| 0,8953
X, (X4 |Xs 4 261 0,575
Xy (X4 | X6 4 26| 0,646




Selecao de Variaveis (3/3)

Variaveis # Graus de 5

Independentes Parametros |Liberdade '
X, (X5 | X6 4 26| 0,701
X5 (X4 | X5 4 26| 0,659
X5 (X4 | X6 4 26 0,65
X5 (X5 | X6 4 26| 0,669
X4 (X5 | X6 4 26| 0,331
Xy (X5 X4 | X5 S 25| 0,8951
Xy (X5 X4 | Xg S 25| 0,8955
X, (X5 X5 |Xg S 25| 0,8933
Xy (X4 X5 | Xg S 25| 0,701
X; (X4 X5 |Xg S 25| 0,671
— X, X5 X, | Xs [Xe 6 24| 0,8955




Selecao de Variaveis — Método Exaustivo

» Tabela resumo, contendo a melhor selecao de
variaveis (de 1 a J).

Variaveis # Graus de o
Independentes Parametros | Liberdade r
—= X, 2 28| 0,637 4
> Xy X3 3 271C0,8948) ~
— = (X5 X5 | X6 4 26 (0,895_3)2/
— = Xy X3 |Xs |Xg 5 25| 0,8955
o Xy X5 IXs X5 [Xe 6 24| 0,8955




Selecao de Variaveis — Método Aditivo
» O meétodo aditivo consiste em selecionar, em

cada iteracao, uma variavel independente,
que resulte no maior valor da estatistica t (em
modulo) para o coeficiente angular.

Na primeira iteracao, a escolha coincide com
a variavel com o maior coeficiente de
correlacao. A variavel escolhida sera
designada de X,, e o modelo de regressao sera

Y — bO(l) + bZ(l)XZ'



Selecao de Variaveis — Método Aditivo
» Na iteracao subsequente, a variavel X, é

mantida, e sera escolhida a variavel X; que
resulte no maior valor da estatistica t (em
modulo) para o coeficiente angular b;. Se o
teste indicar que o coeficiente € diferente de
zero, para o nivel de  significancia
considerado, entao a expressao para a ser
expressa por ¥ = by + by2)Xa2 + b32)X3.

OBS: Os coeficientes dos termos mantidos de
uma iteracao para a outra provavelmente irao
variar. Assim bg) # bgzy , € assim por
diante...



Selecao de Variaveis — Método Aditivo

» Continuar o procedimento até que nao haja
uma variavel a ser adicionada, que possua
coeficiente angular significativamente
diferente de zero.



Variaveis “Dummy”



Variaveis “Dummy” para Categorias

> Quando os dados representarem uma
determinada categoria ao invés de uma
variavel quantitativa, estes poderao ser
substituidos por valores numeéricos.

» Exemplo: para diferenciar o desempenho
entre dois terminais A e B. Fazer com que
uma determinada variavel X seja 1 quando os
dados se referirem ao terminal A, e O em caso
contrario (terminal B).

—

Ty 11 I,
{r\mﬁ A 9 O
"tl“lml O | O
Triml G 0 U



Exercicios



Exercicio 1

» Uma empresa de energia necessita prever o
consumo de energia para o 3° e o0 4° trimestre
com base no consumo registrado nos ultimos
16 anos.

> O modelo de regressao € baseado em
categorias indicativas do trimestre em
questao, estruturadas da seguinte maneira:
S5,,5;,5, - serao 1, se o trimestre t f{for,
respectivamente, o 1°, 2° e 3° trimestre de um
ano, e O em caso contrario.

> Curva de regressao: Y = by + b,S, + b3S; + b,S,.



Exercicio 1

Ano | Trim.| kWh Ano | Trim.| kWh Ano |[Trim.| kWh Ano [ Trim.| kWh
2001 1| 1071 |2005 1| 1047 2009 1 953| (2013 1 928
2 648 2 667 2 604 2 655

3 480 3 495 3 508 3 590

4 746 4 794 4 708 4 814

2002 1 965| [2006 1| 1068| |[2010 1| 1036| |[2014 1| 1018
2 661 2 625 2 612 2 670

3 501 3 499 3 503 3 566

4 768 4 850 4 710 4 811

2003 1| 1065| |2007 1 975| |2011 1 952| 2015 1 962
2 667 2 623 2 628 2 647

3 486 3 496 3 534 3 630

4 780 4 728 4 733 4 803

2004 1 926| (2008 1 933| (2012 1| 1085| |2016 1| 1002
2 618 2 582 2 692 2 887

3 483 3 490 3 568 3 615

4 757 4 708 4 783 4 828

2017 1{ 1003

2 706




Exercicio 1
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Exercicio 1

» Estruturacao dos dados, fazendo uso das
variaveis S,, 53,5,...

Ano Trim. | kWh (Y) S, S3 S,
2001 1071
648
480
746
965
661
501
768
1065
667
486
780
926
618
483
7357

2002

2003

2004

INITNE TN TS AN TR TS T N TR T [ N TR T O
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Exercicio 2

> Para o exemplo 2 relativo a selecao de
vendedores, realize o processo aditivo de
selecao de variaveis independentes.



