MATO0311 — CALcuLO V
MAPO0217 — CALCULO DIFERENCIAL

Dicas e sugestoes para os Problemas 1

Exercicio 1.
Sugestoes.

a) Verifique que, para cada v # 0 perpendicular a y — x # 0,

1 Var? — d?
z=—-(v+y) +—Fv
2 2
satisfaz as condi¢oes pedidas, e argumente que existem infinitos tais v em R"
quando n > 3.
b) Se z satisfaz as condigoes pedidas, ||z —y|| = ||z — 2| + ||z — y||. Verifique que

isto implica z —y = A(x — 2), A > 0. Mas entdo, A = 1 e, portanto, z = (z + y)/2
¢ o Unico tal ponto.

c) Se existisse tal z a desigualdade triangular seria violada. O]

Exercicio 2.

e1 + kesy

Dica. Para cada k € N, 7, = —————
ller + kes|

€ S e os xj sdao todos distintos. O

Exercicio 3.
Dicas.
a) Sex=(1/2,0) ey =(0,1/2), [[x +yll, > =], + [lyll, = 1.

b) Verifique que
Izl < llll, < "7 ],

e use o teorema do confronto.

Exercicio 4.
Sugestoes.

a) E suficiente verificar que

dist(p, X) < dist(¢, X) +d(p,q) e dist(q, X) < dist(p, X) + d(p,q) -

b) Observe que p € X = dist(p, X) = 0. Por outro lado, p € X’ se, e somente se,
para todo € > 0 existe z = z(¢) € X tal que 0 < d(p,x) < e.

'Em R é possivel mostrar (exercicio) que toda norma é da forma ||-|| = a||-||,, & > 0. Logo, S tem
sempre dois pontos.



c¢) Primeiramente, mostre que, para qualquer conjunto X, X é fechado. Para a
conclusao, seja ' o menor conjunto fechado contendo X. Como X é fechado e
contém X, F' C X. Reciprocamente, X C F' = X C FF'=F.

d) Para o primeiro exemplo, escolha Q = {¢; : i € IN} uma enumeragao dos racionais
e tome A; = A; = {¢;}. Para o segundo, tome A; = Q e Ay = R\ Q para ver que
AlﬁAQZ(D?éAlmAQZR.

O

Exercicio 5.

Solugao. Vamos comegar mostrando que S, [p] C Fr B, (p). Para isso, precisamos
mostrar que, dado = € S, [p], para todo ¢ > 0, existem y € B.(x) N B, (p) e z €
B. (z) n (V' \ B, (p)). Supomos, sem perda de generalidade, que ¢ < 2r. De fato, se
encontrarmos y, z nessas condigoes, encontramos também para qualquer &' > 27, ja que,
neste caso, By () D B. (z).

Sejam, entao,

Temos:

Portanto, de fato y € B. (z) N B, (p). Analogamente, vemos que:

d(z,p):r+%>r e d(z,x):%<5,

de onde concluimos que z € B. (z) N (V' \ B, (p)), uma vez que

VAB.(p)={qeV :d(q,p) >7} .

Isso mostra que S, [p] C Fr B, (p).

Reciprocamente, seja x € Fr B, (p). Se d(x,p) < r, entao, por defini¢do, x € B, (p),
que ¢ um conjunto aberto. Portanto, existe uma bola centrada em x e inteiramente
contida em B, (p). Em outras palavras, z nao pode ser ponto de fronteira. Por outro
lado, se d(x,p) > r, entao x € V' \ B, [p], que também ¢ um conjunto aberto (pois
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sabemos que bolas fechadas sao conjuntos fechados). Portanto, existe uma bola centrada
em z e inteiramente contida nesse conjunto. Esta bola, por sua vez, nao pode interceptar
B, (p) C B, [p]. Assim, x também nao pode ser ponto de fronteira neste caso. Resta
apenas a alternativa d(z,p) = r. Portanto, Fr B, (p) C S, [p]. Concluimos assim que

Fr B, (p) = S, [p]

Agora, observe que:

e Os pontos y, z construidos em (1) também pertencem a B, (x) N B, [p] e B (x) N
(V'\ B, [p]), respectivamente, d’onde S, [p] C Fr B, [p);

e O raciocinio desenvolvido no pardgrafo anterior também mostra automaticamente
que Fr B, [p] C S, [p].

Concluimos dos dois itens acima, portanto, que:

Fr B, [p] = 5. [p]

Por fim, temos:
B, (p) = B, (p) U (B, (p))/ .
Mas, considerando o ponto y em ()), vemos que S, [p] C (B, (p))’. Assim,

B, (p) U (B, (p)) C B, (p)US, [p] = B, [p] .

Por outro lado, se d(z,p) > r, z ndo pode ser ponto de acumulagdo de B, (p), como
discutido antes. Assim, (B, (p))’ C B, [p]. Juntando os dois resultados, obtemos:

B, (p) = B, [p] u

Exercicio 6.

Dica. Verifique que, para cada x € X,

6, = inf d(z,2") >0

z'eX

e tome B, = Bs, (). Em R", argumente que cada uma dessas bolas precisa conter um
ponto de coordenadas racionais. O

Exercicio 7.

Dica. Observe que todo X C R" se escreve como X = (J, .y X N B, [0], de maneira
que, se X for nao- enumeravel, algum desses conjuntos precisa ser infinito. O resultado
segue entao do Teorema de Bolzano-Weierstrass. [



Exercicio 8.

Solugao. Como K C U e U é aberto, para cada x € K existe e, > 0 tal que B., () C U.
Consideramos a seguinte cobertura aberta de K:

K C|JBep() .

rzeK

Como K é compacto, existem @1, ..., 2, € K tais que K C B. /s (x1)U...UB;, /2 (Tm),
onde €; = &,,. Definimos

L= Bal/Q [I‘l] U...uU Bam/Q [IL‘m] .
Entao, temos:

1. L é fechado, pois é uniao finita de fechados, e limitado, pois é uniao finita de
conjuntos limitados (exercicio 3 da lista 2). Portanto, como ¢ subconjunto de R",
é compacto, pelo teorema de Heine-Borel,

2. K C L°, pois:

L° = LU Baj/Q [xj]] D) U [Baj/g [l’j]]o = U Baj/2 (l‘]) O K.
=1 j=1 j=1
3. L C U pois, por escolha dos ¢,:
L=|JB.plz)c|JB., (z)cU.
j=1 j=1
Assim, L é o conjunto buscado. [

Exercicio 9.

Solugdo. Podemos escrever E como E = Ey U E,, onde E; é o segmento {0} x [—1,1]
e Fy = G(f). Vamos mostrar que, se v : [0,1] - E é um caminho continuo tal que
7(0) = (0,0) € Ey, entao y(t) € E1Vt. Assim, nao pode existir caminho em FE ligando
(0,0) a pontos de F5 e, portanto, £ nao pode ser conexo por caminhos.
Seja
A=~"1E)={te0,1] : y(t) € By} .

Como E; ¢ fechado em FE (pois é fechado em R?) e 7 é continua, A é fechado em [0, 1].
Além disso, 0 € A # @.

Vamos ver agora que A é aberto em [0, 1]: tome ¢, € A. Entao, v(ty) = (0, h), para
algum —1 < h < 1. Agora, pela continuidade de 7, dado € = 1, existe ¢ > 0 tal que:

(2) et e |t—tol <8 = [n(t) = (O.h), <1,

onde adotamos em R? a métrica do méaximo.

Escrevemos v = (71,72), onde as fungdes coordenadas ~; : [0, 1] — R s@o continuas.
Se D = (tg — d,to + ) N[0, 1], D é conexo, pois é a intersec¢ao de dois intervalos com
o ponto ty em comum. Logo, pelo TVI, v (D) C [0, +00) é um intervalo contendo 0.
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Suponha que 7, (D) contém algum ponto x > 0. Entao, para n € N suficientemente
grande, existem pontos

2 2

= (14 4n)m 2= (3 +4n)m

tais que 0 < 23 < 1 < x e, portanto, x1, x5 € v (D). Logo, existem t1,ty € D tais que
~(t;) = x;. Agora, note que:

1
sin (—) = sin (E + 2n7r) =1,
T 2
1
sin <—> = sin (S—W + 2n7r) =—1.
T2 2

Mas, como 7 (t;) = x; > 0, temos que Y(t1) € Ey = G(f) e, portanto, vy(t1) =
(x1,sin(1/x1)) = (x1,1). Analogamente, y(t2) = (22, —1). Porém, neste caso, temos:

esce0<h<1:

7 (t2) = (0, 2)] o = (1, 1) = (0, h)]|
= max {|z1|,|-1 — h[}
> |-1-h|
=14+h>1,

e se —1<h<O:

(1) = (0, h) [l = l(z1,1) = (0, )],
= max {|z1[, |1 — h[}
> |1 —hl
—1-h>1,

contradizendo (). Logo, 71 (D) nao pode conter nenhum ponto z > 0, sendo assim o
intervalo degenerado v, (D) = {0}. Segue que:

teD=(ty—0,tg+0)N[0,1] = ~(t) = (0,7%(t)) € E} .

Ou seja, D C v~ ! (E;) = A ¢ uma vizinhanca de ; inteiramente contida em A. Assim,
to € ponto interior de A. Como ¢, era qualquer, A é de fato aberto em [0, 1].

Mas entao obtivemos A C [0, 1] ndo-vazio que é aberto e fechado em [0, 1]. Como
[0,1] é conexo, isso implica que A = [0,1]. Segue que V¢ € [0,1], como t € A, temos
~(t) € E1, como queriamos demonstrar. O

Exercicio 10.

Sugestao de leitura. Cf. Espagos métricos (E. L. Lima), capitulo 7, §7. ]



