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),( yxfuu yyxx =+

Problema de Dirichlet para a Eq. de Poisson

dyc

bxa





𝑢(𝑥, 𝑐) = 𝑔𝑆(𝑥)

𝑢(𝑥, 𝑑) = 𝑔𝑁(𝑥)

𝑢(𝑎, 𝑦) = 𝑔𝑊(𝑦) 𝑢(𝑏, 𝑦) = 𝑔𝐸(𝑦)



MAP2320

),( yxfuu yyxx =+

Problema de Dirichlet para a Eq. de Poisson
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Aproximando                                                por diferenças finitas de 2ª ordem:

𝑢𝑖+1,𝑗 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗

ℎ2
+
𝑢𝑖,𝑗+1 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗−1

𝑘2
= 𝑓𝑖,𝑗 = 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)

−2
1

ℎ2
+

1

𝑘2
𝑢𝑖,𝑗 +

1

ℎ2
𝑢𝑖+1,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗 +

1

𝑘2
𝑢𝑖,𝑗+1 + 𝑢𝑖,𝑗−1 = 𝑓𝑖,𝑗

−2 1 + 𝜆 𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖+1,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗 + 𝜆 𝑢𝑖,𝑗+1 + 𝑢𝑖,𝑗−1 = ℎ2𝑓𝑖,𝑗

Multiplicando por        e definindo                   e :𝜆 =
ℎ2

𝑘2
ℎ2

Definindo os respectivos espaçamentos:

,onde m e n são os respectivos nos. de intervalos
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𝑢𝑖,𝑗 =
1

𝜇
𝑢𝑖+1,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗 + 𝜆 𝑢𝑖,𝑗+1 + 𝑢𝑖,𝑗−1 − ℎ2𝑓𝑖,𝑗

Definindo                               e isolando               temos:𝜇 = 2(1 + 𝜆) 𝑢𝑖,𝑗

Para o caso particular de domínios quadrados temos: ℎ = 𝑘, 𝜆 = 1, 𝜇 = 4

𝑢𝑖,𝑗 =
1

4
𝑢𝑖+1,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗+1 + 𝑢𝑖,𝑗−1 − ℎ2𝑓𝑖,𝑗

Aplicando uma varredura indicial dos menores valores de i e j para os maiores
pode-se implementar o método iterativo de Gauss-Seidel para o problema de
Dirichlet da equação de Poisson usando o algoritmo a seguir (não é o melhor
pseudo-código do mundo, mas é um começo).

E no caso ainda mais particular para a eq. de Laplace:

𝑢𝑖,𝑗 =
1

4
𝑢𝑖+1,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗+1 + 𝑢𝑖,𝑗−1



MAP2320INPUT a,b,c,d -> extremos do domínio

m,n -> no. de intervalos nas direções x e y respectivamente

tol -> tolerância do critério de parada do método iterativo

itmax -> no. máximo de iterações (para evitar loop infinito)

h=(b-a)/m, k=(d-c)/n, lambda = (h*h)/(k*k), mu =2*(1+lambda)

for i = 0,m -> definição as coordenadas da malha

x(i) = a + i*h

endfor

for j = 0,n

y(j) = c + j*k

endfor

for i = 0,m

for j = 0,n

u(i,j) = 0. -> inicialização da solução

f(i,j) = f(x(i),y(j)) -> definição do termo forçante

endfor

endfor

for i = 0,m -> aplicação das condições de contorno de Dirichlet

u(i,0) = gs(x(i))

u(i,n) = gn(x(i))

endfor

for j = 1,n-1

u(0,j) = gw(y(j))

u(m,j) = ge(y(j))

endfor



MAP2320norm = 1e+02 -> valor inicial arbitrário da norma 

l = 1 -> início do loop do método de Gauss-Seidel

“TAG”

for i = 1,m-1 -> laço para os pontos interiores

for j = 1,n-1

u(i,j) = (u(i+1,j)+u(i-1,j)+lambda*(u(i,j+1)+u(i,j-1))-h*h*f(i,j))/(mu)

endfor

endfor

z = max(u) -> norma do máximo da linguagem escolhida

if (abs(z-norm).le. tol) then

write(u) -> comando de impressão/plotagem/saída da linguagem escolhida

write(“erro=“, abs(z-norm))

STOP

else

norm = z

endif

if (l.ge.itmax) then

write(u) -> comando de impressão/plotagem/saída da linguagem escolhida

write(“erro=“, abs(z-norm))

write (“WARNING - no. max. Iterações atingido”)

STOP

endif

l = l + 1

Goto “TAG”
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Solução num quadrado unitário com h = k = 1/3 
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Problema de Poisson com condições mistas

dyc

bxa





𝑢(𝑥, 𝑐) = 𝑔𝑆(𝑥)

𝑢(𝑥, 𝑑) = 𝑔𝑁(𝑥)

𝑢(𝑎, 𝑦) = 𝑔𝑊(𝑦)
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝑏, 𝑦) = 𝑔𝐸(𝑥)
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𝑢𝑖,𝑗 =
1

𝜇
𝑢𝑖+1,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗 + 𝜆 𝑢𝑖,𝑗+1 + 𝑢𝑖,𝑗−1 − ℎ2𝑓𝑖,𝑗

A discretização da equação resulta na mesma expressão para os pontos internos:

A alteração ocorre na necessidade de aproximar a derivada no contorno por uma 
expressão algébrica.

A fórmula de diferenças finitas regressiva de 2ª ordem pode ser utilizada.

Logo

𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑖,𝑗

=
3𝑢𝑖,𝑗 − 4𝑢𝑖−1,𝑗 + 𝑢𝑖−2,𝑗

2ℎ
= 𝑔𝐸(𝑦𝑗)

𝑢𝑖,𝑗 =
1

3
2ℎ𝑔𝐸(𝑦𝑗) + 4𝑢𝑖−1,𝑗 − 𝑢𝑖−2,𝑗

No problema exemplo essa expressão deve ser aplicada para o contorno i=m



MAP2320INPUT a,b,c,d -> extremos do domínio

m,n -> no. de intervalos nas direções x e y respectivamente

tol -> tolerância do critério de parada do método iterativo

itmax -> no. máximo de iterações (para evitar loop infinito)

h=(b-a)/m, k=(d-c)/n, lambda = (h*h)/(k*k), mu =2*(1+lambda)

for i = 0,m -> definição as coordenadas da malha

x(i) = a + i*h

endfor

for j = 0,n

y(j) = c + j*k

endfor

for i = 0,m

for j = 0,n

u(i,j) = 0. -> inicialização da solução

f(i,j) = f(x(i),y(j)) -> definição do termo forçante

endfor

endfor

for i = 0,m -> aplicação das condições de contorno de Dirichlet

u(i,0) = gs(x(i))

u(i,n) = gn(x(i))

endfor

for j = 1,n-1

u(0,j) = gw(y(j))

Endfor

for j = 1,n-1-> aplicação da condições de contorno de Neumann para a condição inicial

u(m,j) = (2*h*ge(y(j))+4*u(m-1,j)-u(m-2,j))/3

endfor



MAP2320norm = 1e+02 -> valor inicial arbitrário da norma 

l = 1 -> início do loop do método de Gauss-Seidel

“TAG”

for i = 1,m-1 -> laço para os pontos interiores

for j = 1,n-1

u(i,j) = (u(i+1,j)+u(i-1,j)+lambda*(u(i,j+1)+u(i,j-1))-h*h*f(i,j))/(mu)

endfor

Endfor

for j = 1,n-1 -> aplicação da condições de contorno de Neumann

u(m,j) = (2*h*ge(y(j))+4*u(m-1,j)-u(m-2,j))/3

endfor

z = max(u) -> norma do máximo da linguagem escolhida

if (abs(z-norm).le. tol) then

write(u) -> comando de impressão/plotagem/saída da linguagem escolhida

write(“erro=“, abs(z-norm))

STOP

else

norm = z

endif

if (l.ge.itmax) then

write(u) -> comando de impressão/plotagem/saída da linguagem escolhida

write(“erro=“, abs(z-norm))

write (“WARNING - no. max. Iterações atingido”)

STOP

endif

l = l + 1

Goto “TAG”
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Vamos mudar uma condição de contorno para du/dx=y em x=0

O que deve acontecer ? 

𝑢𝑥 0, 𝑦 = 𝑦



Solução num quadrado unitário com h = k = 1/3

A aproximação da derivada da condição de 
contorno contribui para o aumento do erro
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Norma_2 iterações sucessivas

Norma_2 erro sol. exata

...

Vamos realizar o problema com n = 3, m = 3
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Roteiro do curso

• Introdução

• Séries de Fourier

• Método de Diferenças Finitas

• Equação do calor transiente (parabólica)

• Equação de Poisson (elíptica)

• Equação da onda (hiperbólica)


