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Analise discriminante

Objetivos:
o Classificacao de elementos de uma amostra ou populacao,

@ Reducado de dimensionalidade de forma que se obtenha um bom

classificador com o niimero minimo de dimensGes possivel.
Difere da anélise de agrupamentos pelo fato de que s3o determinados

previamente os grupos aos quais serdo direcionados os elementos da

amostra.
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Objetivos:
o Classificacao de elementos de uma amostra ou populacao,

@ Reducado de dimensionalidade de forma que se obtenha um bom

classificador com o niimero minimo de dimensGes possivel.

Difere da anélise de agrupamentos pelo fato de que s3o determinados

previamente os grupos aos quais serdo direcionados os elementos da

amostra.

A anélise discriminante pode ser considerada uma técnica de aprendizado
supervisionado, enquanto que a analise de agrupamentos é uma técnica de

aprendizado n3o-supervisionado
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Analise discriminante

A anélise discriminante linear (linear discriminant analysis ou LDA) foi

proposta originalmente por Sir Ronald Fisher em 1936, a principio para
duas classes.

Em 1948, C. R. Rao propos uma generalizacdao para miltiplas classes.
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Analise discriminante

u u niy e ng i
Suponha que tenhamos e elementos amostrais procedentes das
populacdes A e B, respectivamente, e que em cada um dos n = ny + ng

tenham sido observadas p caracteristicas.
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Analise discriminante

Suponha que tenhamos nq e no elementos amostrais procedentes das
populacdes A e B, respectivamente, e que em cada um dos n = ny + ng
tenham sido observadas p caracteristicas.

Se observarmos um novo elemento amostral, cuja origem é incerta, como

compara-lo ao perfil geral dos grupos A e B e classifica-lo como
pertencente a um deles?
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Analise discriminante

Exemplo:

Em medicina, é comum querer identificar fatores de risco ou distinguir
doencas que tenham alguma similaridade sintomética aos apresentados

pelo paciente.

Ou seja, deseja-se identificar um perfil de portadores ou ndo de uma
determinada doenca para classificar novos pacientes como provaveis ou

nao provaveis portadores da patologia em questéo.

Outros exemplos podem ser encontrados em areas como educacio,

financas, entre outras.
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Andlise discriminante - Exemplo
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Analise discriminante

Um bom procedimento de classificacdo resulta em poucas classificacdes
incorretas.

Se a distribuicdo de probabilidade das caracteristicas medidas nos
elementos amostrais de cada populacdo for conhecida, é possivel utilizar o
principio da méaxima verossimilhanca (Casella e Berger, 2002) para
construir uma regra de classificacdo que minimize a chance de classificar

um elemento amostral incorretamente.

Casella, G.; Berger, R. L., (2002) Statistical inference. Pacific Grove, CA: Duxbury.
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Analise discriminante

Suponha que uma escola adote um processo seletivo de duas fases. Seja
X a nota na prova de Matematica de candidatos na fase 1, e considere
duas populacdes de alunos:

Populacao 1: Alunos que passaram na 1 fase mas n3o foram aprovados
na 2¢ fase.

Populacdo 2: Alunos que passaram em ambas as fases do vestibular.
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Analise discriminante

A partir dos dados, deseja-se criar uma regra de classificacdo que permita
identificar, dentre os aprovados na primeira fase, quais provavelmente

serdo aprovados na segunda fase. Suponha, no caso univariado, que

Populacdo 1: X ~ N(u1,0?)
Populacdo 2: X ~ N(uz,0?).
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Analise discriminante

A partir dos dados, deseja-se criar uma regra de classificacdo que permita
identificar, dentre os aprovados na primeira fase, quais provavelmente

serdo aprovados na segunda fase. Suponha, no caso univariado, que

Populacdo 1: X ~ N(u1,0?)
Populacdo 2: X ~ N(uz,0?).

Agora, para cada possivel nota x de um candidato, pode-se calcular uma

razdo de probabilidades

_ hi(@)
fa(z)’

que indica a razao de densidades de x na populacdo 1 e 2.

A)
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Analise discriminante

Se f1 e fo sdo densidades da distribuicio normal como suposto

anteriormente, temos

1 (z —pm)?
e
)

-t

I

exp % 2

V2omo?

que pode ser simplificado por
1 $—M1>2 <$—M2>2
A = —— I I e
(z) exp{ 5 l( . .
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Analise discriminante

Se A(z) > 1, entdo é razoavel classificar o candidato como um provavel
n3o aprovado na 2° fase.

Se A(z) < 1, ele é um provavel aprovado em ambas as fases.

Se A(z) = 1, ent3o as probabilidades sdo as mesmas de estar na populacio
1 e na populacdo 2, segundo esse critério.
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Analise discriminante

A qualidade da discriminacao dependera do grau de interseccdo das duas

densidades.

03

density
02

-5 0 5 10

Casos como esse podem ocasionar poucas ou nenhuma classificacdo

incorreta, ou seja, ha forte poder de discriminacao.
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Analise discriminante

A qualidade da discriminacao dependera do grau de interseccdo das duas

densidades.
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Casos como esse podem ocasionar poucas classificacoes incorretas, ou

seja, ha poder razoavel de discriminacao.
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Analise discriminante

A qualidade da discriminacdo dependera do grau de interseccdo das duas

densidades.

-5 0 5 10

Casos como esse podem ocasionar muitas classificacdes incorretas, ou seja,

ha poder fraco de discriminacao.
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Analise discriminante

E comum considerar —2log A(z) com as seguintes correspondéncias:

AMz) —2logA(x) Situacdo

> 1 <0 2 mais préximo de

<1 >0 & mais préximo de po

=1 =0 x igualmente préximo de g e pg
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Analise discriminante

As funcdes A(x) e —2log A(x) sdo chamadas de funcdes discriminantes.
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Analise discriminante

As funcdes A(x) e —2log A(x) sdo chamadas de funcdes discriminantes.
Para o caso multivariado, em que X ~ N(gl, 31) na populacdo 1 e
X~ N(/j2,22) na populacdo 2, temos

1 -
i e { <5 (e - ) ST e - )

1 _
(2m)0/2] S| 1/ exp {—5@ — 1) "3 @ - w}

—2log A(z) = log
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Analise discriminante

ou seja,

—2logA\(z) = (z—p) S (@@—p)—(&—p) 55" (@ —p,)
+log |X1] — log | 32|

e entdo classificamos z na populacdo 1 se —2log A(z) < 0 e na populacio
2 se —2logA(z) > 0.
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Analise discriminante

Quando ¥ = 39 =3, temos a funcdo discriminante de Fisher:

) = (s, — )75 = S0, — ) TN ),
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Analise discriminante

Quando ¥ = 39 =3, temos a funcdo discriminante de Fisher:
1
_ o \Ty-1,, L o \Ty-1
fd(z) = (g, =) 7z = opy —p,) B (0 + 1)

Um elemento amostral com vetor de observacSes x seria classificado na

populacdo 1 se fd(z) > 0, ou seja, se

1
Ty -1 Ty —1
() = 11) B2 > Sy —py) 7wy )

e seria classificado na populacdo 2 se

1
Ty-1 Ty—1
(1) =) Bw < g(u —p,) 7, +4,)

\)
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Estimacao da funcao discriminante

Se as matrizes de varidncias e covariancias populacionais 31 e 9 sdo
desconhecidas, como também as médias populacionais [, © p,, mas é
possivel calcular as médias amostrais T, e T, e as matrizes de variancias e
covariancias S1 e So, para as populacdes 1 e 2, respectivamente, estima-se
a funcdo discriminante por

—2logA(z) = (z-7,) ST (z—2,)— (2 -T,) S5 (z —T,)

+log |S1| — log |52
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Funcoes discriminantes lineares de Fisher

Considere que p variaveis X foram observadas em elementos amostrais de
g populacdes distintas, e que n3o seja possivel supor normalidade dos

dados, mas que seja razoavel assumir que
Yi=3y=...=%,=2%.
Sejam

@ 4 o vetor de médias populacionais no grupo %

~1

@ 71 o vetor de médias das médias populacionais
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Funcoes discriminantes lineares de Fisher

Considere a soma de produtos cruzados entre grupos
z T
By =", ~ W, ~ )
=1
e a combinacdo linear

a X.

h<
I
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Funcoes discriminantes lineares de Fisher

Sejam 71, ..., m, varidveis indicadoras da populacdo 7 a qual pertence uma
determinada observacdo. Logo,

iy = E(Y|m;) = QTE(XPTZ‘) = aT,u, e

= K

Var(Y|m;) = a' Cov(X)a = a' Xa

para todas as populacdes.
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Funcoes discriminantes lineares de Fisher

Ou seja,

iy = QT/NLi muda conforme a populacdo a qual a observacdo pertence.

A média geral de Y é dada por
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Funcoes discriminantes lineares de Fisher

Considere a razdo

(soma dos quadrados das distancias das populagdes a média geral)

(variancia de Y)

T
i=1 i=1 a Bua

ol a'Ya ~ a'Ya
A razao acima mede a variabilidade entre grupos sobre a variabilidade

intra grupos. O objetivo é buscar ¢ que maximize essa razdo para obter a

maior discriminacdo possivel.
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Funcoes discriminantes lineares de Fisher

Em geral, como p; e ¥ sao desconhecidos, utilizamos as estimativas 7; e
Si's,parai=1,...,g9.

Assim
J T
B=) (% —7)(T; — T)
=1
(S
g
W=> (n—1)8
=1

33/36



Funcoes discriminantes lineares de Fisher

Note que W = (n1 +n2 + ... 4+ ng — 9)Spooied . €Nt30 a mesma constante

_ . a'Ba . 4'Bd

a que maximiza = = maximiza =T .
a Spooled,@, a WQ

E possivel mostrar que o autovetor ¢, referente ao maior autovalor \; de
a' Ba

W~!B levam ao méximo de ———.
a Wa
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Funcoes discriminantes lineares de Fisher

Discriminantes lineares de Fisher

Sejam A1 > ... > A, > 0 os autovalores de W~'B e Gy ocogly, OF

~8
autovetores ortonormais correspondentes. Ent3o o vetor de coeficientes a
- . a'Ba,
que maximiza a razdo ———— €a, =¢€.
a W

= @4

a
A combinacdo linear @I)N( é chamada de primeiro discriminante linear.
A combinacdo linear @;X com @, = ¢, € chamada de segundo
discriminante linear e assim por diante.
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Como usar os discriminantes para classificar observacoes?
Seja o k-ésimo discriminante linear amostral,

Vi=a,X.

=] & = E DA
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Como usar os discriminantes para classificar observacoes?

Seja o k-ésimo discriminante linear amostral,

Y. =a, X.

Uma possibilidade para classificar uma observacdo x na [-ésima populacdo

é utilizar o k-ésimo discriminante linear amostral fazendo a verificacdo de
que

(k. —7,)* < (Gr — 7;)? para todo i # [ ou

(@rz—a,z)” < (@ z —a,z,)° para todo i # I.
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