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Definicao de processo com tempo continuo (construtivo).

Construimos a cadeia de seguinte modo: {X(¢)} chama-se ca-
deia de Markov, se

1. tempo que a cadeia fica em estado z tem a distribuicao
exponencial com a taxa wv;;

2. quando a cadeia saia do estado 7 a escolha do outro estado
ocorre com a probabilidade p;;, onde ¢ # j, e para cada
estado i a soma zj#ipij =1, e p; = 0.

Entdo, para definir a cadeia de Markov tempo continuo basta
para cada estado da cadeia 7 € E definir o numero positivo v;
(taxa de cadeia permanecer em estado i) e matriz de transicao
P = (pi;) com restricao adicional p;; = 0 para todo i € E (e,
claro, distribuicdo inicial):

v=(vi), P = (pi)
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Observacao sobre condicao p;; = 0.
Exercicio 1 para Lista 9.

Suponha, escolhemos o, P para construir cadeia com tempo
continuo, mas a matriz P é matriz qualquer qualquer estocastica
(sem a restricao p; = 0). Supomos que existe algum estado
k, tal que prr > 0. Observe que tal processo existe e vai ser
processo markoviano, por causa da distribuicao exponencial de
tempo de permanéncia em estados.

Achar v, P da defi~ni<;§o (construtiva) para cadeia de Markov
construida com v, P.
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Observacao: propriedades infinitesimais.

Para cadeia de Markov homogénea X (t) com tempo continuo
seja P;j(t) = P(X(s+t) = j | X(s) = i). Observem que seguintes
relacbes sao validas:

1 _Pz'z' h . Pz h . .
Iim#zvi, e ||mL=Uipij quando i # j
h—0 h h—0 h

Observe, que por causa de tempo exponencial, a probabilidade
de que ocorre mais de um evento durante (0,h] € o(h). A pro-
babilidade de que durante tempo (0, h] a cadeia vai sair de um
estado i € 1 — e V" = v;h + o(h). Assim, 1 — P;(h) = v;h + o(h),
O que justifica primeiro limite. E para justificar o segundo basta
observar que P;;(h) € produto de probabilidade de que cadeia saiu
de estado, v;h + o(h), vezes a probabilidade que ela escolheu o
estado j, pij, € logo P;;j(h) = hviP;; 4+ o(h).
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Taxas de transicao.

. 1—=PFuCh) .
im — 2 =wv;, e |lim
h—0 h h—0

P;;(h)

= vipij = qij quando i 7 j

Com essa anotacao temos:
,U._E :q.. D = Qij
[ 1] 1) — .
ji 2 0

O que significa que podemos definir a cadeia através de matriz
de taxas de transicao

(5,3 € B), em que i =0, g < o0 Vi € E.
JF=i
Por exemplo em caso de processo de nascimento e morte:
i, S€ j=1 +1
qij = Wi, s€ g =1—1
0, caso contrario
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Nascimento e morte: média de tempo de acerto de nivel.

Consideramos um processo de nascimento e morte geral, X(t),
com as taxas de transicao A,, un; €M que supomos que puo = 0.
Supomos que O processo comecga evoluir em tempo do estado
i, seja T; = min{t > 0: X(t) =i+ 1}. Estabelecemos aqui uma
formula recursiva para calcular E(T;).

Primeiramente observamos que E(Tp) = 1/ ).

Para ¢ > O primeiro calcularemos as médias condicionando pelo
primeiro passo: I; = 1 caso primeiro passo foii —i1+1el, = —1
caso primeiro passo foi 1 — ¢ — 1; variavel I; € nada mais como
incremento do primeiro passo.

E(T) =BT | L=DPLi=1)+E(T | L =-1)P(; = -1)
1

i + i
1
E(T | I = —1) =

E(Ty | I =1) =

E(Ti- E(T3).
s HET) +ET)
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Nascimento e morte: média de tempo de acerto de nivel.

Assim, logo

E(T) =

ou

(T 1= PG = 1)+ ECT | = ~DPG = -1
L +( ! +E<ﬂ1)+E(T>)

Ai i At Ai + >\+,uz
1
g T (ET- 1>+E<T>)A iy

E(T) = + -I- E(T 1)-

l
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Nascimento e morte: média de tempo de acerto de nivel.
Caso particular.

Consideramos um caso particular: seja A\, = X € u, = pu. Neste
caso conseguimos a formula fechada para E(7;). A formula
recursiva possua neste caso seguinte forma:

E(T}) = ; +LEm ) = (1 + uE(ﬂ-_l)).

> | =
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Nascimento e morte: média de tempo de acerto de nivel.
Caso particular.

Comecando com

= 5(+3)
e = 5(+5+ ()
) = Horba(2) v (2))
- 1_>(\M_/2)i+17 i >0 and X\ # pu;
i+ 1

= , ©1>0and A=y,
N = H
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Nascimento e morte: média de tempo de acerto de nivel.
Caso particular.

Observacao: caso quando queremos achar a média do tempo
T;—;, dquando j > i, entao

1 J—1 _ n+1
B = Y Em) =Y Y

P A)itl 1 — (u/N)i
Y Rl N CTL IS Sl G2 quando 0 <i < j and pu % A

A—p A— W 1—u/A
(1) — i 41
= 1G + )QAZ(Z_F )quandoogi<jand w=A.
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Nascimento e morte: média de tempo de acerto de nivel.
Caso particular. Variancia de momentos de acertos.

Calcularemos aqui a variancia de Tp_,;, lembrando que pela de-
finicdo To—; = min{t : X(t) = j | X(0) = 0}, e pode ser re-
presentada como a soma Tp,; = Z;_:loT’f' definidos em cima.
Notamos que a equacao

1
E(T | L=1) = ,
Ai + p
E(T; | ; = —-1) = E(T;— E(T;),
(T: | )= 55 PE@-) HEM)
pode ser re-escrita de seguinte maneira:
1 1-—1;
E(T; | ;) = - (E(T;— E(T;
(T: | 1) i T BT +EMD)

Para achar a variancia, temos que achar

Var(E(T: | I)) e ENVar(T:| L)).
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Nascimento e morte: média de tempo de acerto de nivel.
Caso particular. Variancia de momentos de acertos.

1 1—1;
E(T; | ;) = + p

Ai + Wi 2
logo calculamos a variancia dessa esperanca condicional

1-1;

(E(Ti-1) + E(T1))

Var(E(Ti | Iz)) = Var( ) (E(Tz‘—l) + E(Tz‘))Q

_ ki . NE
= Ot g (FTE) HEM)
onde usamos
1-5Ly 1 N 1 B .
Var( 5 ) = g Var(li) = 4(5(13) (E(1))?)

_1(1_(>\i_ﬂi)2)_ i i
4 Ai Tt N )?
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Nascimento e morte: média de tempo de acerto de nivel.
Caso particular. Variancia de momentos de acertos.

Agora acharemos E(Var(7T; | I;)). Do mesmo modo, seja X; €
tempo de permanéncia em estado 7 até momento de transicao,
entao

1
Var(T; | I; = 1) =Var(X; | [, = 1) = Var(X;) = ————
(T: | ) (X | ) (Xi) T )2
Var(T; | I; = —1) = Var(X; + Ti-1 + T;) = Var(X;) + Var(T;—1) + Var(T;)
1
= ————— + Var(T;_-1) + Var(T;).
(Ni 4 pi)? (Ti-1) ()
Ambas formulas podem ser re-escritas em uma formula
Var(; | 1) = - + 21 (Var(Ti_1) + Var (1))
ar\.1; i) — ar\1L;— ar\ .1, .
Qi+ )22 1
Logo,
E(Var(Ti | 1)) = o + o (Var(Ti 1) + Var(13)).

YT Ry Vi
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Nascimento e morte: média de tempo de acerto de nivel.
Caso particular. Variancia de momentos de acertos.

Finalizando, obtemos seguinte formula recursiva:
Var(T;) = Var(E(T; | I,)) + E(NVar(T; | 1))

= %(E(ﬂ—l) + E(Ti))2

1 i . _
torE e (Var(Ti-1) + Var(T)))

1 i Aifbi
T VPG L N
Ai(Ai 4+ i) + i ar(Ti1) + (i + )2

(E(Ti-1) + E(T)’

lembrando, que Var(Tp) = %02, recursivamente podemos obter
todos os valores de Var(T;).
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