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Definicao.

O conjunto de variaveis {X(t),t > 0} com o espa¢o enumeravel
E dos estados, chama-se uma cadeia de Markov com o0 tempo
continuo, se para quaisquer t > s > u € Ry = [0.00)

P(X(8) = j | X(s) =i, X(u) = k) = P(X () = j | X(s) =1).

Note, que a definicao pode ser usada para caso do tempo dis-
creto também. NOs continuamos usar a expressao " cadeia de
Markov'', pois a palavra " cadeia” reflete o fato que os estados
(valores de variaveis X (t)) pertencem ao mesmo conjunto, e
conjunto enumeravel.

Probabilidade P(X(t) = j | X(s) = ¢) chama-se a probabilidade
de transicdo, e vamos anotar ela como p;;(s,t). Caso a func¢do
pij(s,t) depende do comprimento do intervalo do tempo ¢ — s,
neste caso a cadeia chama-se a cadeia homogénea.
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Observacao sobre classificacao de estados.

Para cadeias de Markov com tempo continuo, todas as classi-
ficacdes de estados que introduzimos para cadeias de Markov
com tempo discreto (como estados acessiveis, comunicaveis,
(positivo) recorrentes, transitorios ect) fazem sentido e podem
ser repetidas ou/e adaptadas. Unico (provavelmente) conceito
gue ndo vai manter o seu sentido é conceito da estado (cadeia)
aperiodica.
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Propriedade de falta da memoria.

Supomos que a cadeia X(t) esta em estado i em instante O.
Qual é a distribuicdo do tempo de cadeia permanecer neste
estado, antes de mudar para o0 outro estado? Anotamos esse
tempo T;, e pela definicao

T; = min{t: X(t) # i dado X(0) = i}.

Provaremos que a distribuicao desse tempo é exponencial. Para
iISSO provamos que esse tempo satisfaz a condicao de falta da
memoria.

P(T; >t+s|T;>s, X(0)=1)
=P(Ti>t+s|X(w) =i,0<u<s)
=P(T,>t+s|X(s) =1)=P(T; >t | X(0) =1).
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Definicao alternativa (pratica).

Podemos descrever agora a cadeia em outra maneira. {X(¢)}
chama-se cadeia de Markov, se

1. tempo que a cadeia fica em estado z tem a distribuicao
exponencial com a taxa wv;;

2. quando a cadeia saia do estado 7 a escolha do outro estado
ocorre com a probabilidade p;;, onde ¢ # j, e para cada
estado i a soma zj#ipij =1, e p; = 0.

Entdo, para definir a cadeia de Markov tempo continuo basta
para cada estado da cadeia 7 € E definir o numero positivo v;
(taxa de cadeia permanecer em estado i) e matriz de transicao
P = (pi;) com restricao adicional p;; = 0 para todo i € E (e,
claro, distribuicdo inicial)

v=(v;) P=(pij)
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Cadeia embutida.

Definimos uma cadeia de Markov com tempo continuo com
basta para cada estado da cadeia 7 € E definir o numero po-
sitivo v; (taxa de cadeia permanecer em estado ¢) formando
vetor v = (v;) € matriz de transicdo P = (p;;) com restricao
adicional p;; = 0 para todo i € E (e, claro, distribui¢cdo inicial).

SejaTy <Tr < --- < T, < ... instantes quando a cadeia X(t)
altera o seu estado (pula, muda estado). Consideramos variaveis
X, = X(T,). A sequencia X, forma uma cadeia de Markov
com as probabilidades de transi¢coes p;;. A sequéncia X, forma
uma cadeia de Markov (com tempo discreto) e chama-se cadeia
embutida.



Aula 9. Cadeias de Markov: tempo continuo I. 6

Exemplo 1. Processo de nascimento e morte.

Consideramos uma cadeia com conjunto de estados N, que
vai ser interpretada como o numero de individuos (pessoas,
particulas, ect) em um sistema (pode ser sistema de filas). Se
a cadeia esta em estado n (nimero de individuos no sistema é
igual a n), entao

1. um novo individuo aparece no sistema com a taxa expo-
nencial )\, (taxa de chegada ou taxa de nascimento);

2. um individuo deixa o sistema com a taxa exponencial un,
(taxa de partida, ou taxa de morte).

Em termos {v;} e {pi;}:
vo = Ao, Vi = Ai + W
Ai I 7%
N+ 0T Ai + W

po1 =1, piiy1 =
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Exemplo 2. Processo de Poisson € cadeia de Markov com
tempo continuo - como processo de nascimento e morte.

Para o processo de Poisson, € facil ver que v; = X e p;; = 1 se
j =1+ 1 e p;; = 0 caso contrario. Para o processo de Poisson

sabemos também que p;;(t) = (M) =le /(5 — i)l

A cadeia embutida para processo de Poisson € trivial. As transicoes
1 — 1+ 1 ocorrem com a probabilidade 1.

Observe, que processo de Poisson € processo de nascimento e
morte com A\, = A e pu, = 0.
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Exemplo 2.1. Processo de nascimento com taxa de nasci-
mento linear.

Cada individuo espera o tempo exponencial com a taxa )\ para
dar a luz um “filho" dele. Assim A\, = n\,n > 0. Esse processo €&
conhecido também como o processo do Yule, depois de G.Yule
usar ele em teoria matematica da evolucao.
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Exemplo 2.2. Modelo de crescimento linear com imi-
gracao.

Neste caso u, = nu, n >1e A\, =nA+60, n > 0. Seja X(t)
tamanho de populacao em instante t. Vamos achar neste caso
o tamanho médio de populacao m(t) = E(X(¢)). Vamos derivar
a equacao para m(t). Para isso consideramos o incremento da
media em pequeno lapso de tempo h; 0 que pode ocorrer durante
este tempo?

X))+ 1, com prob. (8 + XX (t))h + o(h)
X(t+h) = { X(t)—1, com prob. X(t)uh + o(h)
X(t), com prob. 1 — (0 4+ XX (t) + uX(@t))h+ o(h)

entao

ECX (4 h) | X(0) = X() + (0 4+ AX ()~ nX D)+ o(h)
i+ h) = m(®) + O~ m()h + 0h + o(h)

o MUEER 2 _ (3 pymey + 0.+ 2

() = (A= pym(D) +0
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Exemplo 2.2. Modelo de crescimento linear com imi-
gracao.

Resolvemos m/(t) = (A — u)m(t) + 0:

Seja h(t) = (A — pu)m(t) + 6. Se m(t) satisfaz equacdo, entao
h(t) vai satisfazer a equacao h'(t)/(A — u) = h(t) e a integragao
vai dar log(h(t)) = (A — p)t + ¢ ou h(t) = Ke(*~mt  Para achar
K colocaremos condicao inicial: m(0) =i. O que vai dar K =
0+ (A — )i assim

0
m(t) = )\—(e()‘_”)t — 1) 4 e mt

se A=y entdo m/(t) =60 e

m(t) = 0t + 1.
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Exemplo 2.3. (M/M/1).

:U’n::uﬂnzla An:AanZO

Exemplo 2.4. (M/M/s).

_J nu, 1<n<s _
“”_{S/,L, nSs An = A, n>0.
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