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Alguns truques matematicos valiosos: integrais (Gaussianas,
método do ponto de sela e a aproximacao de Stirling

Na monitoria de hoje, como ainda nao h& muito contetido de Mecanica Estatistica, falarei a
respeito de alguns truques e resultados matematicos que serao tteis no entendimento de fisica
estatistica. A matematica ¢, na fisica, simultaneamente uma ferramenta e uma linguagem. Para
que se possa apreciar a beleza de um Shakespeare no original, é necessario ter um certo dominio
da lingua inglesa. Para se apreciar a grandiosidade de Dante Allighieri, é necessario conhecer
bem o italiano. Do mesmo modo, é necessario compreender bem as ferramentas mateméticas
utilizadas em uma determinada teoria para compreende-la. O objetivo é, no final das contas,
entender a “fisica” por trés, nao ficar travado em questoes linguisticas. Deste modo, visarei
nesta monitoria introduzir alguns resultados matematicos, para que uma ma compreensao do
“what’s going on” das contas nao fique no caminho entre vocé e o entendimento da teoria. O
objetivo principal, entretanto, é apresentar a expansao de Stirling, muito 1til no contexto de
fisica estatistica.

Integrais gaussianas
Vamos comegar com um tema mais elementar, integrais gaussianas. A versao mais simples,

unidimensional, é da forma
I = / e~ dg (1)
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O modo mais fécil de se resolver esta integral é multiplicando-a por ela mesma
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Mudemos pra coordenadas polares, com 72 = (22 4 y?). Deste modo
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Chamando u = ar? e du = 2ardr, podemos resolver a integral sem grandes dificuldades, che-
gando a
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O que nos dé o resultado valioso

Tal resultado ¢ facilmente generalizavel (completando quadrados no expoente) para integrais da

forma
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Fica o desafio: provar que, no caso vetorial, temos
/d've_é”TA” = (2m)"* det A7/ (7)

Onde v é um vetor coluna, v’ & seu transposto e A ¢ uma matriz qualquer.

Vamos dar entao o préximo passo: o método do ponto de sela.

O método do ponto de sela

O método de ponto de sela, também chamado de método de Laplace, é um método utilizado
para calcular aproximadamente integrais do tipo
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onde M é grande. Se M é grande, a exponencial é muito concentrada ao redor de seu valor de
méaximo, xy. Se eu expando f (x) (que é maxima quando a exponencial ¢ maxima) até segunda
ordem, tenho (o termo de primeira ordem é zero porque estou calculando no ponto de maximo,

I())
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Como g é ponto de méaximo, f” (xg) = — |f” (x0)|. Podemos entao escrever a Eq. (8) como
b b
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Podemos aproximar isso pra uma integral gaussiana mudando os limites de integracao, tendo
em vista que a contribuigao longe de zo ¢ irrisoria (e $ M f” (z) = cte), e nos da
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Esse resultado sera tutil na derivagao da expansao de Stirling

A expansao de Stirling

A expansao de Stirling nos d4 uma aproximacao de n! pra n grande. KEssa aproximagao se
dé em termos de fungoes elementares, muito mais faceis de se lidar do que a funcao fatorial.
Para encontrar tal expressao, basta lembrar da funcao Gamma, que coincide com o fatorial nos
nimeros naturais, e que serve de generalizagdo para a funcao fatorial em n real (desde que n
nao seja um inteiro negativo)
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Podemos escrever
" :enlog:ﬁ (13)

e, tomando x = ny, o termo x™ se torna

enlog(ac) el log(ny) _ nnyn _ enlognenlogy (14>



Deste modo, ficamos com
n! = ne”log”/e”(logy_y)dy (15)

Agora podemos usar o método do ponto de sela, pois n é grande e a integral estd da forma

desejada
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Precisamos, entao, achar yo. f () = (logy —y). Para encontrar g, precisamos maximizar isto,
o que implica derivar e igualar a zero
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e f'(1) = —(y%) = —1. Deste modo, chegamos finalmente a expressao de Stirling
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E tomando o log (aqui, log=logaritimo natural), chegamos a forma mais tutil
logn! =nlogn —n+ O (logn) (19)

Concluindo nossa derivagao. Por métodos como flutuacao gaussiana, podemos escrever logn!
em ordens superiores.



