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1. Matrizes Semelhantes cé*“”v

DEFINICAO:

¢ Sejam duas matrizes quadradas A e B. A matriz A é semelhante a matriz B (A~B)

se, se somente se, existir uma matriz inversivel P tal que:
A= PBp1

Observacéao:

Se A é semelhante a B, entdo B ¢ semelhante a A (B~A). Agora, multiplique a

expressdo anterior por P~ a esquerda e por P a direita. Tem-se, portanto:

P~ 1AP =P 'PBP P =B =B =P AP
Desta forma, conclui-se que as matrizes A e B sao semelhantes.
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PROPRIEDADES

Sejam duas matrizes semelhantes (MS) A e B.

. det(4) = det(B);

ii. A éinversivel & B é inversivel;

iii. A e B tém o mesmo polinbmio caracteristico (PC);

Iv. A e B tém os mesmos autovalores, com a mesma multiplicidade (mas, em geral,

nao tem 0s mesmos autovetores);

V. Ae B tém o mesmo traco.
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EXEMPLOS L

Verifique, das matrizes a seguir, quais sdo semelhantes:

a4 PP ee-[3 Lo-ft 7

Considere a TL definida como a projecdo no plano a: x — y + z = 0, na direcéao

. . T(W) =v _
paralela a (1,1,1). Para qualquer v € a, verifica-se: — . A matriz de
T(1,1,1) =0
0 0 O
transformacao A € semelhanteamatrizD = |0 1 0.
0 0 1
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Conclusoes:

¢ Se as matrizes A e B sdo semelhantes e as matrizes B e C sao semelhantes, entdo A e
C também sao semelhantes.

¢ Se as matrizes A e B sdo inversiveis e semelhantes, entdo A~1 e B~1 também séo
semelhantes.

¢ Vantagens em ser semelhante a uma matriz diagonal D (Exemplo 2):
= MS tém o mesmo PC (logo, tém os mesmos autovalores);

= MS tém 0 mesmo determinante;

= Poténcias: A* = PD*¥P~! = n. operagGes menor.
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2. Polinomio Minimo

DEFINICAO (1): Polindmio que anula uma matriz

¢ Sejamp(x) = a,x" + a,_1x™ 1 + -+ + a;x + ag um polinémio em x de grau < n

e A uma matriz quadrada de qualquer ordem. Entéo p(A) é a matriz:
p(A) = a, A" + a,_ A" + -+ a1 A + agl

No caso em que p(A4) = 0, diz-se que o polindomio anula a matriz A.

Exemplo: Verifique se p;(x) ou p,(x) anula a matriz A. Sejam: p;(x) = x* — 9;

p,(x) =2x+3ed= [_21 ﬂ
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TEOREMA: Cayley-Hamilton

¢ Sejam T:V — V. um OL, B uma base de VV e p(A1) o polindmio caracteristico

de T. Entdo:
p([T]g) =0

=» Ou seja: 0 PC anula a matriz de transformacao do OL T na base B.

Exemplo: Demonstre o Teorema de Cayley-Hamilton para um EV V, tal que
dim(V) = 2.
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DEFINICAO (2): Polinémio Minimo ou Polindmio Minimal

¢ Seja A uma matriz quadrada. O polinbmio minimo (PM) de A € um

polindbmio monico (a; = 1):
m(x) = x* + ap_1x* 1+ -+ ayx + ag
que satisfaz as seguintes condicoes:

a) m(A) = 0,isto é, m(x) anula a matriz A.

b) m(x) é o polinbmio de menor grau entre agueles que anulam A.
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PROPRIEDADES
. m(x) divide o PC.
s~ A q(x)tal que p(A1_,) = q(x) * m(x) =» grau m(x) < grau p(A_,).
li.  m(x) tem as mesmas raizes do PC.

= p(A_,) é candidato a m(x).
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EXEMPLOS

1. Sejam T:V -V um OL e B uma base de V. Suponha que o polinbmio
caracteristico de T seja p(1) = (A —3)?(1 — 1)3(1 + 5). Determine os

candidatos a polindbmio minimo de T.

2. Seja T: R®> — R? um OL dado por T(x,y) = (4y,x). Determine o

polinbmio minimo de T.
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EXERCICIOS %

Para os OL T a seqguir, determine o polinbmio minimo:

1. T:R3—>R3 T(x,v,2z)=x+y+z2y+z32).
m(x) =p(Aey) = —(x — D(x — 2)(x — 3)
2. T:R*—>R3 T(x,y,z2)=(x+y+z,x+y+z,x+y+2).

m(x) = p(dey) = —x(x = 3)
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3. Base de Autovetores
TEOREMA (1):

Autovetores associados a autovalores distintos sao LlI.

Corolario:

Seja V. um EV de dimensdo n e T:V — V um OL com n autovalores distintos.

Entdo V possui uma base cujos vetores sao todos autovetores de 7.

4

Em outras palavras: se for possivel encontrar tantos autovalores distintos quanto

for a dim(V), garante-se a existéncia de uma base de autovetores.
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EXEMPLO

Se possivel, encontre uma base B de autovetores e observe de que tipo € a
matriz de transformacdo em relacdo a essa base, [T]g. Considere o seguinte
OL.

T:R?*— R, T(x,y) = (—3x + 4y, —x + 2y)
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» A matriz diagonal, [T]z, do exemplo anterior, ndo foi obtida por acaso.

» Dado um OL T:V — V, se for obtida uma base B = {v{,v,,---,v,}, formada pelos

autovetores de T', e sabendo que:
T(vy) = Aqv; + 0v, + -+ 0v,,

T(vz) = 0v; + Av; + -+ + 00y

T(T) = 077 + 07 + -+ Ay,

a matriz [T]z sera diagonal.
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» Adiagonal principal sera definida pelos autovalores A; de T, isto é:

'/11 O O ]
[T]B — . :2 O — dlag(;{'li e ;An)
0 0 - An_

Os autovalores A; ndo precisam ser todos distintos, ou seja, i < n. Um autovalor
se repetira na diagonal principal tantas vezes quantos forem o0s autovetores LI a

ele associados.
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DEFINICAO: Operador Diagonalizavel

Um OL T:V—V ¢ diagonalizavel se e somente se existir uma base

formada por autovetores de T.

Consequéncia:

Se A é uma matriz quadrada e T: R"— R", T(v) = AV, ou Seja, A é a
matriz do OL T, T sera diagonalizavel (ou seja, existe uma base de

autovetores) se A = PDP~1 = A~D, D = diag(14, -+, 1,,).
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Definicoes:
a) Multiplicidade Geométrica: m,(4;) = dim(S,),i = 1,-, k.
b) Multiplicidade Algébrica: m,(4;) = a;,i =1, , k.
¢ Sep(d) = (x =A% (x = A )%*

c) m,(4;) = mg()ll-),i =1, k.
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TEOREMA (2):

Sejam T:V—V um OL e A4, -+, A; 0s autovalores distintos de T. As seguintes

afirmacodes sdo equivalentes:

I. T édiagonalizavel;

i m(x) = (x—2q) - (x = Ag);

. vA;im,(4) =my(4),i =1, k;

v, my(4q) + -+ my(Ag) = dim(V).
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EXEMPLOS

Seja T: R? — R? um OL dado por T(x,y) = (4y,x). Determine o polinémio
minimo de T e, se possivel, determine uma base de autovetores e diagonalize o

operador.

Dada a equacédo na base candnica do R?, utilizando diagonalizacdo de operadores,

classifique a conica que ela representa e esboce seu grafico no plano:

2x% + 2y + 4xy + 4V2x + 1242y —8 =0
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EXERCICIOS 5

Se possivel, encontre uma base B de autovetores e observe de que tipo é a matriz de

transformacdo em relacdo a essa base, [T]z. Considere o OL definido por T: R3— RS3,

3 0 0
T(x; y; Z) — (3x - 4Z; 3y + 5Z} _Z)- B ={(1,0,0),(0,1,0), (4,-5,4)};[T]z = [0 3 0 ]
0O 0 -1

Seja 0 OL definido por T: R?*— R?,T(x,y) = (4x + 5y, 2x + y). Encontre uma base do R?

em relacdo a qual T é diagonal. Escreva a matriz diagonal [T]g. 5 =((52), (1, -D}I[T]; = [6 0 ]

0 -1

Para quais valores de a as matrizes abaixo sdo diagonalizaveis?
M 1
a) [Tlgp= lO a] a#1

D) Tls=[y ¢
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EXERCICIOS %

3 0 0
Mostre que [T]. = [0 2 —5‘ ndo é diagonalizavel.
0 1 -2

Dada a forma quadratica na base candnica do R?, utilize diagonalizacdo de operadores para

classificar a conica que ela representa e esbocar seu grafico:

a) xZ4+y?+2xy+V2x—2y=0 Parabola
b) 9x?—16y? + 18x — 64y =55 Par de retas concorrentes
c) 13x%2+13y%+ 10xy —36x —36y —36 =0 Elipse
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