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Aula 10 — O oscilador harmonico

Um retorno ao comecgo...



Nesta aula...

* Solugcdes da equacao de Schrodinger
para um potencial continuo

— O caso classico
- Solucbes para as fungdes de onda
- Energia quantizada

- Emissao de fotons



O oscilador harmonico classico

Potencial de uma forca restauradora

Vix)
- Sistema massa mola T gmene
Frequéncia natural de oscilacao w
V(X)Z%K)f:%ma)zx2 w=(K/m)"*=2xv £
Energia mecanica: %mv%%maff:]; Sl
Qualquer valor da energia E € permitido. A menor %m a)z A2: B

vz\/(2/m)(E—%ma)x2

particula se encontra em repouso na origem. —

energia é E = 0, que corresponde ao caso em que a 1 \/ 2FE

m




O oscilador harmonico classico

Potencial de uma forca restauradora

Vix) )

. L - s

- Sistema massa mola gk
Frequéncia natural de oscilacao w

V(X)Z%KxZ:%ma)zx2 w=(K/m)"*=2xv £

- Anica: 1 2 1 2 2 | —

Energia mecanica: Smv+omo’ X' =E a0 7

L w?A’=E
Qualquer valor da energia E € permitido. A menor 2

vz\/(Z/m)(E—%mwxz

particula se encontra em repouso na origem. —

energia é E = 0, que corresponde ao caso em que a 1 \/ 2FE

m




O oscilador harmonico classico

v=\/(2/m)(E—%ma)x2

Vix) 4
%mcrr?xz
* A probabilidade de encontrar a
particula entre x e x+dx é proporcional
ao tempo que a particula leva para
percorrer esse trecho c
dx dx ] R
P(x)dxoc—= -A 0 +A X
1%
\/(Z/m)(E——ma)x2 %ma)zAz:E

1 2E
A



O oscilador harmoénico quantico

* Potencial de uma forca restauradora

- Sistema massa mola

* Equacao de Schrodinger independente do tempo:

_ ;‘; d [Zji§>]+V(X>Z/J(X):EW(X>
* Energia mecanica: 4 &[y(x)] L m?x? p(x)=E p(x)

2m  dx’



O oscilador harmoénico quantico

Vix) |

e

2




O oscilador harmoénico quantico

Vix) § 5
—mex*©
2
E
| |
| |
|
— 0 +A X
| |
| |
| |
| |

Exponencial = Oscilatéria =~ Exponencial



O oscilador harmoénico quantico

Vix) |

dZ[l/J(X)]_ 2m maw’ x’ LGP W
ix> B E 7 w<x) 2
d'[y(x)]_[m*e” > 2m
= X ———FE X E
d X2 h2 hZ w( )
|
d2 X ~A 0 +A X
[w(z)]=(a2x2—/a’) y(x)
dx | |
) o'm Exponencial ~ Oscilatéria Exponencial
0{2: m w /3_—E




O oscilador harmoénico quantico

Vix) \

dZ[?./J<X)] _ 2m maw’ x’ LGP W
ix> B E 7 w(x) 2
d[y(x)]_[m*d® > 2m
= X ———FE X E
dX2 h2 hZ w( )
|
d’[ y(x -A 0 +A X
W(z (o= ()
dx w w
) o'm Exponencial ~ Oscilatéria Exponencial
0{2: m w /3_—E




O oscilador harmoénico quantico

e Reescrevendo:

d”[ y(x)]
dx’

= X"~ Bl y(x)

2 2
w

2m
e



O oscilador harmonico quantico

dZ
« Reescrevendo: [;pif>]=(azxz—ﬂ)w(><) =" /a’=2h—TE

Zooldgico
das equagdes diferenciais




O oscilador harmoénico quantico

d2[?/J X ] 2 2 ,
e Reescrevendo: d)(<2> :(Of X —/9’) (x) oA=" ﬁ=2h—TE

- Tem solucdo na forma: w(x):Hn(X)e—aXZ/Z
e Substituindo na equacao diferencial:
Hn"(x)e_alez—Zaan'( Je —ax’2 +(f—a)H (x)e —axi2_
H ''(x)-2axH '(x)+(f—a)H, (x)=0



O oscilador harmoénico quantico

dz[@/)(xﬂ_( 2 2 ) ( ) , me _2m
« Reescrevendo: PR —plylx o= p="FE

- Tem solucdo na forma: w(x):Hn(X)e—aXZ/Z

e Substituindo na equacao diferencial:
H, ' (x)e “"?=2axH,'(x)e “+(p—a)H,(x)e =0
H,'"(x)-2axH,'(x)+(f—a)H,(x)=0

 Vamos agora tomar uma solucao dada por uma expansao em serie:



O oscilador harmoénico quantico

— 2
e Reescrevendo: o = x*— Bl (x) =" ﬁ=h—TE

- Tem solucdo na forma: w(x):Hn(X)e—aXZ/Z

e Substituindo na equacao diferencial:
Hn,,(x)e—alez_zaXHn,< ) —ax’l?2 (/3 O{) ( )e—alezzo
H,"(x)-2axH, (x)+(f—a)H,(x)=0

 Vamos agora tomar uma solucao dada por uma expansao em serie:

. H,(0=2 Cnx =X G 1)
H,(x)=) C, X" < .
n=0 ZC n(n—1)x Z ,(n+2)(n+1)x"

\ :



O oscilador harmoénico quantico

H,"(x)=2axH, (x)+(f—a)H,(x)=0

. Zc nx"" —ZC (n+1)x
Hn(x)zz C x"
n=0 ZC n(n—1) :ch (n+2)(n+1)
\ n=2 n=0
7 N\
ﬁﬁ

i C. n(n—1)x"’-2ax), Cnnx”_1+(/3—a)i C x"=0
n=2 n=1 n=0

> Cn+2(n+2)(n+1)x”—2ai C nx"+(p— a)i C x"=0

n=0 n=0 n=0



O oscilador harmoénico quantico

o0

2. Coon(n+2)(n+1)x"=2a ), C ,nx"+(f—a) ), C, x"=0
n=0 n=0

i [Cn+2(n+2)(n+1)—2 an Cn+(/3_ 05>Cn}x”:0

n=0

C,.o(n+2) (n+1)+[f—a(1+2n)]C,=0

[—B+a(1+2n)] om .. mw

C .,= C > E = 1+2n
"2 (n+2)(n+1) " R h R )
_ _ hw 1
—B+a(1+2n)=0  B=a(1+2n) E = 7(1+2n) ho >+n
2_1n2af _Zhn
o = #> p #> E



O oscilador harmoénico quantico

ZCX

[f—a(1+2n)]
" (n+2)(n+1)

2 2
—ax’l2 2_M @ =——F
e TR b h

* Asolucdo tem a forma: wl(x

- Com coeficientes: ¢ .=c

n+2

* Para que esta solugao seja normalizavel, temos de
impor que os coeficientes mais altos sejam nulos.

- A melhor forma de fazer isso é:

1

E = n+§ hw para n=0,1,2,...

Energia dos estados quanticos!
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O oscilador harmoénico quantico

A solucao final tem entao a forma:

- Onde A_¢é uma constante de normalizagao

1/4

IR

|

1/4

—

1/4

1/4

SR SR 8R

Y (x)=A, H,(x)e” "

e H (x) denota uma fungao especial,
denominada polinbmio de Hermite

Funcbdes de onda

wfi

Mb-{l"’

Al

[y |2

|w]

Vix)
JLg\/Ex(Zozxz—S)e_O‘le2
= 2 =iz | N I E.
72 (2ax"—1)e """"f.‘-"iz-i
o
V2axe " —— 1 P0G
e—ax2/2 ’ \J'IE"""
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O oscilador harmoénico quantico

A solucao final tem entao a forma:

1/4

IR

|

1/4

—

1/4

1/4

_ —ax’l2
’L/Jn(X)—Aan(X>€ ‘ n=3
S =2 a0 1z s
- Onde A_¢é uma constante de normalizagao

e H (x) denota uma fungao especial, ‘ ‘ n-2
denominada polindmio de Hermite = A RN A R
Funcdes de onda
1 2 —ax’l2 ¥l "
—Jax(2ax*-3)e B B
V3 = 2 0
(T e | VR R
Jz( ) /2 g
V2axe " = :\:“Ef: T ! e
e—ax2/2 e Curva cheia é a densidade de probabilidade

SR NR 8R

quéntica, ja a tracejada € a classica.
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O oscilador harmoénico quantico

A solucao final tem entao a forma:

Y (x)=A, H,(x)e” "

- Onde A_¢é uma constante de normalizagao

e H (x) denota uma fungao especial,
denominada polinbmio de Hermite

Funcbdes de onda

1/4 1 2
—Jax(2ax*-3)e
| V3 ( )

1/4 9
—(2ax —1)e

V2

V(x)

IR

—ax’/2

—

1/4

—ax’/2
V2axe “*

—ax’/[2

e

1/4

SR NR 8R

} n=10
| | | | ] | | | | |
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
‘ n=3
| | | | | | | | | |
-3 -2 - 0 1 2 3
‘ ‘ n=2
| | | | | | | |
-3 -2 4 0 1 2 3
‘ } n=1
| | | [ | | 1 1 | |
-3 -2 4 0 1 2 3
\I!E
n=0
| | l | \ | |
-3 -2 - 0 1 2 3

Curva cheia é a densidade de probabilidade
quéntica, ja a tracejada € a classica.



O oscilador harmoénico quantico

* Energia do foéton emitido ou absorvido na transicao: E

:AE:Eni_Enf

foton

* Sendo as energias dos estados dadas por:

e ASSim: E

foton —

E =

1
n+=
2

hw para n=0,1,2,...

Energia dos estados
quanticos!

1
+—|hw—
n+s |hw

n+l
)

Aw

E

foton —

(ni—nf)ha)zn-h w=n-hv




O oscilador harmoénico quantico

Energia do féton emitido ou absorvido na transicao: E

:AE:Eni_Enf

foton

Sendo as energias dos estados dadas por:

E =

1
n+=
2

hw para n=0,1,2,...

Energia dos estados
quanticos!

Assim: . =

foton —

A w—

1
n+—
b2

n+l
)

Aw

E

—(ni—nf)h w=n-hw=n-hv

foton

Onde ouvimos falar de osciladores harmdnicos?
— Nas paredes do corpo negro de Planck!



Resumo...

Vimos como achar solucdes da equacgao de Schrodinger para potencial continuo

O potencial do oscilador harmdnico € um potencial de aprisionamento, logo
possui estados ligados e discretos

As funcdes de onda, neste caso, envolvem fungdes especiais (polinbmios de
Hermite)

Os estados quanticos tem energia: E = n+% ho para n=0,1,2,...

Energia do féton emitido € multiplo de h v



Problemas reais

e Para resolver a funcao de onda para problemas reais precisamos
discutir a equacao de Schrodinger em trés dimensoes

 Vamos analisar as propriedades em trés dimensoes em um caso
mais simples: a particula numa caixa

- Generalizacao 3D do poco infinito

Lx

Lz V=0 ou 0 se O0<x<L,
V(x,y,2) =< V=00 ou 0 se O<y<L,
V=00 ou 0 se 0<z<lL,



Como fica a equacao de Schrodinger

* A equacao de Schrodinger tridimensional:

h2
2m

Oy Oy 8
ox~ 0y 0z

~— —

2
FVixy.z)y=Ey ~ Vi +V(x,y,2) p=Ey
m

Viy
* Como resolver uma equacao assim?
- Variaveis acopladas

- Potencial tridimensional



Como fica a equacao de Schrodinger

e A equagéo de Schrodinger tridimensional.:

aw 5w 51/}
8x 8y 82

2
V(X,y,Z)I/J:El/J _2LV21/}+V(X,_Y,Z)I/}:EI/}
m

Viy

* Como resolver uma equacao assim?
- Variaveis acopladas
- Potencial tridimensional
- Separagao de variaveis — wy(x,y,z)=y(x). vly). y(z)=y,. v,.y,

i’ wx d* vy, wz

“om |t y+ww +V(x,y.z2) ¥, v,=E ¢y, 1,




Separando variaveis...

2 d*y, &y d’y,
_E I/Jyl/Jz dx2 +Y Y, dy2y+1/Jxl/Jy de +V(X’y:z)wxwwa:wawywz

Dividindo ambos os lados por: v(x,y,z)=w(x).9(y). w(z)=y,.y,.y,

: d’ d’ d’
SRR A AN
2m\ ¢, dx* Y, dy" Y, dz
 Supondo que dentro do A1 d Py 1 dzwy+ 1 d'y, _p
poco, V(x,y,z)=0 resulta 2m\ ¢, dx* W, dy* W, dZ* |

em.



Separando variaveis...

2 2 2 dz
- h 1 d 1/J2x+ ]. d 1/J2y+ ]. llgz :E
2m Yy dx wy dy Y, dz

2 d2
|-
2m\ ¥y, dx

) « Com: E=E +E +E
Bl 1 dwy B ) X y z '
2m |\, dy* |’ * Equacoes separadas!

,  E agora? O que isso lembra?
1 dy,




Separando variaveis...

2 d2 d2 d2
2m\ Y, dx° Y, dy" Y, dz
Zooldgico
das equagdes diferenciais
1 dy, | .
2m (7’8 dx2 S
2
i1 dy,|_
2m\ y, dy* Y %
2 d2
A1 I/ZZ —E,
2m\ Y, dz




O poco quadrado unidimensional

Solugées: o _V2mE kFW
Regido I V(AX) Regido I Regido II wl(){) _ A.ekfx (X<O) h
wH<X> — CC.Cos(ka)+CS.sen(ka) <O<X<a)
cF:)an?iI’r(\::(I:laa I/Jm(x) =G.e " ((1<X>
T Y, (x)20  (x<0)
Note que, se V, >> E:
E<V, wIII(‘X)_)O <G<X)
1 > X Solugodes (V, >> E):

2 Plele) (x)=0  (x<0)
2m  dx’ Y, (x)=C_.sen(k,x) (0O<x<a)

+[V(x)—E]p(x)=0

Equagéao de Schrédinger independente do tempo Y ( X) =0 (a <X )



O poco quadrado unidimensional

Regidol  V(X) Regidol Regi&o II
A
Particula SOlUgéES:

confinada l/}I(O) = l/jﬂ(()):():sen(o)zo
- wII(a) — I/JIII(CI)=O=>sen(kHa):()
o p’ Rk _ARrn’
kja=nm = E=——= = :
- > X 2m 2m I ma

n* d’[y(x))

_2m dxz

+[V(x)—E]p(x)=0

Equacéo de Schrédinger independente do tempo



A funcao de onda final

n,6 X
« Cada coordenada tem Y, (x)= (% sen | — com n,=1,2,3,...
como solucao uma X X
onda independente 5 n,y
¥, (y)=4/|— |sen com n,=1,2,3,...
Os eixos Ly Ly
iIndividualmente tem
~ P n,mz
solucdes de poco w,(z)= (L— sen| - com n,=1,2,3,
unidimensional 2 2
n,mx n,mwy n,mtz
Y(x,y,z)=y,.y,. p,=A.sen sen| ———.sen |~
X y z

com nx,ny,nZ:1,2,3,...




E a energia dos estados?

__pi thi__nzhzni

“2m  2m 2mL°>

 Agora, a energia total é

definida por trés numeros x
quanticos!

2 h2k2 ﬂ2h2n2

n . , E :py = Y — Y

e Um e_stado quantlcer to’falmente 2m 2m 2ml?
descrito por estes trés numeros

- Notacao {111}, {112}, {121}, p b _ Tk _AHm

{211}, eftc. *2m 2m  2mL’

2 2 2 ) 2,2 2 2 2

n n n
E=E +E +E =20 42y [ P2 _ A (ki+k2+k§):ﬂh L=
T 2m 2m 2m 2m Y m\L, L, L




E a energia dos estados?

 Agora suponha que o
potencial represente uma
caixa com lados todos
diferentes

« Cada numero quantico
contribui diferentemente
para a energia final

* Note que agora os estados
tém energias diferentes!

E122 we22®™ Ezm - 951

Ez11 = Eq21 = E412 = 6E,

Eq11=3E,

(a)

L1<L2<:L3



E a energia dos estados?

 Agora suponha que o
potencial represente uma
caixa com lados todos
diferentes

« Cada numero quantico
contribui diferentemente
para a energia final

* Note que agora os estados
tém energias diferentes!

Estados degenerados!

L1=L2=L3 L1<L2<L3

Ex,
Eiz = Epip = Exy = 9E, Ezo
122
Ez11
Ez11 = E121 = E112=6E, E

Ej11 = 3E,
(a) (b)

Para um observador externo, € impossivel distinguir os
estados de mesma energia no caso da caixa cubica!

Esse fato é chamado degenerescéncial!



Resumo...
Equacao de Schrodinger para o caso da caixa
tridimensional

Cada dimens&o adiciona um numero quantico
ao problema

Simetrias levam a degenerescéncias

Agora estamos prontos para abordar o atomo
com a metodologia da nova mecanica quantica



Na proxima aula...

« Comecaremos a resolver a equacao de Schrodinger
para o atomo de hidrogénio:

- Separacao de variaveis
— Distribuicao angular e nuvem eletronica

- Quantizagcao da energia e do momento angular
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