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PQI-5776 Fendmenos de Transporte I

AULA 8 - [parte 1 de 4] Turbuléncia: Modelos Fisicos - Estrutura

Tudo o que se sabe sobre a turbuléncia é que ela é sempre:

Tridimensional rotacional irreversivel

3D ; rot v # 0 ; 6ys > 0.

Vamos entdo ao que ndo se sabe.
Serd: um continum ? Cadético? Estatistico? Instavel?

1) Continuidade exige (Aris R., Vectors, Tensors and the Basis of
Fluid Mechanicas, Prentice Hall, 1962):
(a) - elementos de volumes simplesmente conexos

@.

Conexo ndo conexo

(b)- elementos de volumes vizinhos permanecem vizinhos

1
2 dt dt
3

(a) e (b) valem -> continuo (laminar)

®@%§

nem (a) nem valem -> descontinuo (turbulento)

O

O escoamento turbulento ndo é totalmente continuo!
As equacdes de continuidade ainda valem?
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Exemplo 1: Células de Benard (frigideira) um fluido entre duas
placas, wuma quente e outra fria desenvolve uma colmeia de
voértices tridimensionais com padrdo espetacularmente organizado:

quente

vue dudessus
P

~

que hautes, du fluide chaud monte au centre
et redescend froid sur les bords. Dans le cas
particulier étudié par Bénard, la surface
supérieure du liquide était en contact libre
avec l'air, ce qui faisait jover a la capillarité
un réle important. Dans les expériences que
décrit I'article, le fluide est enfermé entre

22 \\&/\\ ///\ ,’\\\‘{%{/ \\. Figure 2. Ces dessins représentent
i ! 1 l'expérience historique que réalisa Bénard en
;_.N> adliaa /'/‘: i 1900. Il découvrit qu'une couche fluide,
\\E i chauffée par le bas, s‘organise spontanément
/!\
T o
! . . . . .
! deux plaques rigides, ce qui simplifie les
! phénoménes observés, mais le chauffage est
1
1
1

en cellules, hexagonales ici. Dans chacune
'\ o o B
T 2| i
j// v ‘\\q suffisamment intense pour que [‘écoulement
< \ > /' semble totalement désordonné.

de ces cellules, environ deux fois plus larges
Vi

\\
~
~

/”
~ 4’,
\\/

vue en coupe

surface libre

|

1

|

+
1 |
1

|
! 1
1

|
1

|
'

|
|

1
|

i
|

i
1
| 1
! |

b e

Recherche 232 p. 630
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As células de Benard apresentam focos de descontinuidade:

o|le®

e

HERR

o

A velocidade média de um sistema de particulas (no caso a
velocidade macroscédépica de um elemento de volume) e a sua
varianca especifica podem ser definidas respectivamente como:

2 myVy Y my (V- Tx)
- 2
(7) = L —— ; <V > -k
2 my PRI
k k
a velocidade de cada particula relativa ao centro de massa do elemento
é:
Tk = (V) + V%

€ trivial verificar que:

(Vi) =0 e <V2> =<§>2-+<v'2>

isto é a energia cinética especifica total pode ser compreendida como a
soma da energia cinética em uma escala macroscdpica e a numa escala
microscdépica (interna ~ Temperatura). O mesmo procedimento pode ser
repetido numa escala intermediaria onde as flutuag¢des de velocidade
ocorrem devido a turbuléncia. A medida da intensidade da turbuléncia é

IRyl o

considerando, a titulo ilustrativo, para as duas células assinaladas na
figura acima, um modelo muito simplificado no gual apenas uma

IN
H
IN
—

“molécula” (sempre de massa my, e velocidade vg) atravessa cada

fronteira de cada sub-célula. A célula (a) obedece a continuidade e é
nitidamente laminar mas a (b) néo.
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N
J

(a)

Examinando a intensidade de turbuléncia calculando para cada caso:

. 1+1+1+1 - - - 2 -2 +(2-2)0
O = Movol = Vol )y - { )8m( E nvy =
(@] O

(#), =0+0+0+0=0 ), =@-2)+@2-2) =0
< 2> I+ 1+ 1+ 1 2 2 < 2> 8(1) 2 2
\Y = ——— MyVy = Vg v = —— MyVy = Vg

a 4 mg b 8 my
<\7'2> =0+0+0+0=0 <\7’2> =8v5 /8 = v,

a b

V2
I, = -0 I, = ~— =1

e

2
Vo VVo

portanto a célula (a) que tem um comportamento singular ndo apresenta
intensidade de turbuléncia enquanto que a (b) que tem um foco de
descontinuidade apresenta intensidade de turbuléncia méxima. Este
exemplo aparentemente paradoxal ilustra o tratamento matemdtico da
turbuléncia.

Exemplo (2): Vértices de Von Karman

Observa-se que o escoamento ndo ¢é totalmente cadtico. Existe
ordem em seu caos. (Ou serd que o caos gera a sua prépria ordem?)
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Existem entdo modelos fisicos que visam contemplar as lindas
formas dessas estruturas coerentes?
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Sim veja o do padeiro:

1 '

Mas CUIDADO! estes modelos fisicos propdem padrdes de mistura mas
ndo de irreversibilidade (ndo destroem a informacdo original).

|56 |
ARt

e ’r’t“'!!"' 14 3 DL
il i
AR
| b
! “ 1=
el

Figure 4.3. The stretching and folding of change Is lllus-
trated by this computer mosaic of the father of modern
chaos, Henrl Poincaré. Poincaré’s Image was digitalized
by physicist James Crutchfield so It could be stretched
mathematically as if it were painted on a sheet of rubber.
Crutchfield uses the image to show how positive feed-
back or iteration can transform things. Iterating the com-
puter formula, Poincaré’s image is stretched on the sheet
diagonally, and the leftover part is reinserted on the
other side. The number above each panel tells how many
iterations of this process have taken place. As the itera-
tions go on Poincaré’s face Is scrambled randomly until
it's completely homogenized.

However, as the folding operation continues, it may
happen that some of the points come close enough to
their initial positions for the image to reappear. In other
words, a brief intermittency of order occurs before the
iterative folding shears the points apart again. Crutch-
field's equation makes a momentary return to a state
close to the initial conditions (known to scientists as the
“Poincaré recurrence”) much more likely than it would
be in typical chaotic transformations. In “typical” chaos,
the chances of Poincaré’s face showing up again as the
system Iterates are astronomically small, particularly If
there is any background interference. A small spike In
the electrical signal to the computer, for example, would
become folded In by the iterations and would destroy the
original information.
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O sofisticado modelo

reversivel

equacionamento da turbuléncia.
fendbmenos fisicos,

Fig. 36 Representation of the Smalc ho

Exemplo

édchelle de
dissipation

(3)

apods

algumas

“stretching & foldind”

iteracdes assim ndo teria sucesso

Ndo gque nao

mas ndo a turbulentos:

rseshoe Map.

Re b

Fig. 37. Mining of a biob of & tracer in low Reynolds nunjlbel
cavity low (@an improved version of 1he apparatus ducnbed
i Chien ef al. (1986). The fuid is glycerine and the tracet i b
fuorescen dye: illumination is provided by ultraviolel light.
The system mixes by periodic operation of the upper ynd
lower boundaries moving in sinusoidal fushicn (corotsting)
with & perntod of 30 & (a) represents the sysiem afier nine cyches
whereas (b) represents the syslem after 14 cycles, l:lole the
almost exponential mining growth and the “holes” of un-
miaed material (regular region). Even though “heles” deform
by repeated application of the cycles they do not disappeas
even for long times. From Leong (1987).

Fig 36 chemengscin 43 pag 177 Smale

A formacdo e vida do vértice

sejam aplicaveis

pag 7/30

de Smale revela-se

no
a
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O estudo dos vértices e feito pelo Dbalanco de ® = rot v:
0 ® -2 1 - -
— +rotwxv = vV 0O+ —grad pxgradp
ot 2
p
1/.,2
e da sua variancia a “enstrophie” é: D = 5 k0|
0pD T = Tz =
+divpvD = —-divjp + Ovp
ot
Exemplo (4): Kolmogorov - a Cascata de Energias
—
Ty
—— Q —
Y
> : —7
— Q >
=
\ —»
= )
9 I >\
escala: macro transicéo micro
energia cinética macro turbulenta micro
proporcional: v Cmm - K ——mmm e > T
Large-scale hw
componen ‘.
\‘

smaller
scale component

Distribution of energy between eddies
:> denotes energy transfer
between eddies

smalier-scale component ~~“~= denctes energy dissipated
by the action of viscosity
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Uma propriedade ¢ pode variar no tempo e no espago: ¢ = ¢ (t,r).

A porcentagem do tempo que ¢, para um dado r, permanece entre ¢ e 0+AQ
é descrita por uma PDF (probability density function) £¢. Valores
experimentais de f¢ sdo facilemnte obtidos com um ociloscépio.

0 \ <@> const. nesta escala At de tempo A 0
P+AQ /\ ON Rl P
o 1 p. N ="
OFF 0
K>~ ———X"—"F—— ————ﬂ ————————— -1 —%——————— 0
LS — J N :

Tennekes p.198

a) Anédlise temporal da PDF: A transformada de Fourier de fo(t):

+00
Fo) = [fp(t)dt
— 0
permite a analise da intensidade de turbuléncia I = I (fg) e
consequentemente dos produtos de Reynolds <v’@’...&’'> (parte 2).
. A 1 ?
Para fp = Gaussiana com varidncia o tem-se: Flo) = — |1 + erf| ——
2 o2

b) Andlise espacial da PDF: Mapeando-se as PDFs no espa¢o e indo
do espaco fisico (r € Z3) para o de Fourier (k € 21n/L Z3; onde k
é o0 numero de onda), uma expansdo de fg(r) em Series de Fourier
pode ser desenvolvida:

fp@) = X fox et onde for = <fq)(f) e_lk'r>

~M

existe um nuUmero de onda (fregliéncia de corte) k onde a
propriedade torna-se amortecida (smooth):
- - - i kT P
fp@) = Y fox e + Y fpr et o (fp) = Y fgxe
<K k>K k>K

ik.?

uma escala de turbuléncia no espaco f =~ k' pode entdo ser
concebida.
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A analise do espectro da energia E em funcdo do numero de onda k
permite avaliar as escalas em que ocorrem a produgdo, O
transporte e a dissipacdo das energias cinéticas macro, de

turbuléncia e interna:

A A log E(K)

E(k) ~ €23 k5/3

injection

G,
Q&b
%

log k
: 2
B 4!09 E(k) ‘
E(k) ~ €24 k>4 dissipation
d'énergie
E(k) ~ Bk
e, p
:
log k :
: —
K, ‘
dissipation d'enstrophie

Figure 6. Pour expliquer la dynamique de la turbulence tridimensionnelle, Kolmogorov a introduit
le concept de cascade d'énergie qui se concrétise par un spectre d'énergie en k-5/3 (A), k étant
le nombre d'ondes. Pour établir cette théorie on suppose qu'il y a dans I'écoulement un apport
permanent d’'énergie dans les structures d'échelle 1/K, a un taux ¢ L'allure du spectre illustre
que I'énergle «cascaden vers les petites échelles dissipatives en dessous desquelles aucune
instabilité ne peut se développer, en raison de l'influence prépondérante de la viscosité. Ce
concept de cascade d'énergie s'effondre dans le cas de la turbulence bidimensionnelle, ol les
structures de I'écoulement sont des rouleaux paralléles et la vorticité des particules fluides se
conserve le long de leur mouvement. R.H. Kraichnan lui a substitué celul de cascade d’enstro-
phie, (moyenne du carré de la vorticité) (B). Sa théorie établit que I'enstrophie cascade vers
les petites échelles au taux d'injection £, le long d'un spectre en k3. L'autre caracléristique
importante de la cascade d'enstrophie est qu’elle constitue une sorte de «mur» infranchissable
pour I'énergie injectée dans les grandes échelles. Ne pouvant se propager vers les petites échel-
les, elle va exciter des tourbillons de plus en plus gros le long d'un spectre suivant encore
la loi de Kolmogorov. Ces mécanismes de cascades sont loin de faire I'unanimité parmi les
spécialistes de la turbulence mais ils éclairent d'un jour nouveau les phénomeénes bidimension-
nels.

Sstanicik pag 171
K = “wave number”
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PQI-5776 Fendmenos de Transporte I

AULA 8 - [parte 2/4] Turbuléncia: Modelagem Matemdtica Reynolds

The configuration of Reynolds’s experiment on flow along a pipe.

(a)

©

Sketches of (a) laminar flow in a pipe, indicated by a dye streak; (b)
transition to turbulent flow in a pipe; and (c) transition to turbulent flow as seen when
illuminated by a spark. (From Reynolds, 1883, Figs. 3, 4 and 5.)
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I. Equacdes Gerais

A equacédo de conservacdo na forma generalizada e’:

P Dt Dt po P ot -9 ¢
(1]
= ap(p+div v = —divi, + 6
ot pv e = Jo Vi

se considerarmos ( @ = 1 ) a equacdo da continuidade e’ obtida:

EB+— divv = gE—%d' v =0 2

Dt pdivv = P ivpv= [2]
por outro lado sendo:

5¢ = —p Ay grad o [3]
em [1]

D 0
pD—;p= gtcp+divp\7(p=div p Ay grad ¢ +6V¢ [4]

II. O tratamento matematico da Turbuléncia

Considerando gque no caso de um escoamento turbulento as
suas propriedades possam ser referidas pelas suas medias

temporais em um intervalo de tempo At caracteristico da escala de
turbuléncia e por flutuacdes em relacgcdo a esses valores médios:

p=p +p [5]

<l
(@)}

v = v o+

S |
—
|
—

¢ =0 +

integrando uma dessas propriedades genericamente denominada por §

entre t e (t + A1) e representando a media temporal nessa escala
por:

t+AT
(&) = — [eac 8]
At
t
a propriedade distributiva e’ imediatamente demonstrada. A media
da soma é a soma das medias. Se § =y + C :
t+ AT t+AT t+ At

<g>=<x+g>=i j()ﬁ@)dt:i Jrae+— [eac=(n)+{)

t
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aplicando a média [8] nas grandezas escritas na forma das
equacgdes [5] a [7]:

E=¢8 +E§ 191
resulta:

() = (g +¢&) = (&) + (&) [10]

como a flutuacdo e’ definida em torno da media entre t e (t + A1)
da definicdo [8] e’ imediatamente conseqiiente que:

(e) =0 [11]
e entdo:
1 t+ At
(&) = (&) = {Edt [12]

como E e’ constante entre t e t+At ele pode sair da integral:

z t+At
_ 5 i %
<§>—AT Idt—i - =8 [13]
t
resumindo:
() =@ =8=8 ; &=0 ; E+L=E+¢C
aplicando as propriedades da media temporal para um produto:
t+ At 7 t+AT
e £C A -
(8¢) = — J&car =22 [at =80 =&cC [14]
t t
3 1t+AE Et+Ar
(e¢) = {ant:A—r {th=0 [15]

resumindo:
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ITI. A integragdo de propriedades turbulentas

Uma integral definida de uma funcdo &(x) pode ser definida

A /
]

por:

Xf x

[Xf il n— Xo)] (e - =)

n

X0

A

Xf n
J.EJ(X) dx = lim z&

Aplicando a definicdo da média temporal turbulenta a essa
integral:

. Lo e n)) (e o
I&(X) dx ) = A_‘t J. nl_l)rgo -gli(xf — . o . °/ 3t =
X5 t 1

—Xo) (Xf —Xo)t+A‘c
n m

1 m n i(xf

= — lim Zlim Z‘E-'Xf_
T m—o j:1n—>oo i=1

como n, m e At sdo independentes os limites e somatorios podem

ser comutados:

P . . o .
J‘é(X)dX= lim zi lim Zé[xf_ (fn o)]t—;AT (fn o)

0 bt AT ilxe — x Xe — X
lim Y ir | g(xf e = o) O)j dt (e = o)

n—>o ;_4 A t n

0 ilxe — x X — X *__
lim Zé{xf - (f O)J ( £ O) = J‘é(x) dx

R !

na forma indefinida:
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IV. A diferencial de Propriedades Turbulentas

Sendo uma propriedade § funcdo de:

e=¢(7,t)
a sua diferencial e’ dada por:
dé = % gz + & ge
or ot
onde:
(QEJ = lin1(§@?+ A%?__iﬁﬂ] = grad &
0L )t AF—0 AT t
e:
(%] L (a(t + At) - a(t)j
ot)z  At—0 At £
V. A derivacdo temporal Euleriana de propriedades turbulentas

Aplicando a definicdo da media temporal sobre a derivada temporal
e com a regra da cadeia:

g\ _fdexe)\ e\ e el
ot ot ~\ot ot
abrindo o primeiro termo do ultimo membro de [9]:
B\ 17 & 1 B+ AD) - &)
— )= — I dt — I 1lim dt
ot AT ot AT L lAtoo0 At

considerando a escala de tempos da turbuléncia At constante ela
pode ser introduzida dentro da integral e dentro do limite. Como
também a escala de tempos da turbuléncia e’ muito maior que e
portanto independente da escala de tempos da diferenciacdo dt
entdo pode-se comutar a integral entre t e (t + A1) com o limite

para At—0:

t+A1: t+AT
B I é’;(t+At) dt— I E(t)dt
LAV : _
<&>_A§fo At )
= lim <&(t+At)>_ <i(t)> = lim &(tJrAt) = = G—E [17]

At—0 At At—0 At ot
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analogamente para o segundo termo do ultimo membro de [9]:

t+AT t+AT

og' 1 og' 1 "t + At) — &'(t
)L E 2, s o]
ot At . ot At L latoo0 At
comutando a integral entre t e (t + At) com o limite para At—O0:
1t+A‘c 1 t+AT
— I&’(tmt) dt—— j E'(t)dt
<aa'> LA Ay | {elerad) - ()
— )= lim = lim
ot At—0 At At—0 At
de [8al]

E‘:' :I

introduzindo [10] e [11] em [9] obtém-se que a media temporal da
derivada temporal Euleriana e’ a derivada temporal Euleriana da
media temporal:

ot\ o

—=) = = 19

) -2 29
resumindo:

% & &

ot ot ’ ot

VI. A derivacdo espacial de propriedades turbulentas

A derivada espacial e’:

0
5% = grad §

Aplicando a definicdo da media temporal para derivada

espacial:

<%> _ L t}AT [ag} dt = Ai t}AT{ lig JE*AD =@
) .

or AT 5% . AT—0 AT

como a derivada no espagco e’ Euleriana e portanto parcial ela e’
independente do tempo e portanto pode-se comutar o limite para

AT — 0 com a integral entre t e t + At:

1 t+AT 1 t+AT
~ { §(z + AZ)dt — - { £(7)dt

1lim =
AT—0 Ar

lim =
AT—0 Ar

t+AT - - -
1 { §F + AF) - &(r)} o
AT
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obtém-se que a média temporal da derivada espacial:

<g>: o (e aD) - (@) 00y 201
or AT—0 AY or
é a derivada espacial da media temporal. Consequentemente:
<gréd §>= gréd<§> [21]
resumindo:
grad § = grédg ; gradé’::o

VII. A derivagdo temporal Lagrangeana de propriedades turbulentas

Aplicando a definicdo da media temporal sobre a derivada temporal
Lagrangeana:

<E§> = <éé + G.gréd§> = <g%>-+<ﬁ.gréd&> [22]

Dt ot

0 produto escalar do gradiente com a velocidade e’:
(v.grade) = (7 + /) .graa (g + &) =

(V.grad &) + (¥ .grad ) + (¥/.grad &) + (¥ .gradg’) =

= V.grad &+ v.(grad &) + (). grad & + (v'.gradg') =

= V.grad & + v'.grad &’ [23]

em [22]
D) _ ég + V.grad & + v'. gradé’ 24
oo/ = ap T V-9ré & + V'.grad§ [24]

para a derivada lagrangeana da media:
Dg ot 2\ _joe = -
= + v . qd = + v + ' . _’d =
<Dt> <8t V .gra §> <6t (v v) grad §

_ <a_é> +(¥.9rad &) + (¥ .grad &) =

ot
_ Qg_%: 3d & + (¥'). grad & = Qg—%: ad g [25]
=5 T V-9ra 14 v').grad & = 5 tV-.ogra &

para a derivada lagrangeana da flutuacédo:
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<D—E“’> = <6€’ + v .grad §’> = <§ + (\:7 + \7') .grad §'> =

Dt ot

= <zi> +(V.gradg) + (v .gradg’) = F.gradg 126]

combinando [24] e [25]:

R R

por outro lado:

D—&:%+€f fadé:a—+($+v') Fad § =
Dt ot 7 0 7
—a—z+_ d&g + v dg
= 5 T V-ora E+ v'.grad g

mas de [15 e 17]:

<E§> = EE-+ 5.grédé

Dt ot
tem-se:
DE, DE\ _
— = {—) + v'.grad
Dt <Dt> vo-gr é
resumindo:
DE o€ _ _ - DE  _ _
— =—+ v.grad{= — + v'.grad
Dt ot El a Dt El a
D& D‘i+" ad &' 0 + v d&E+ v d¢&
— = — 4+ v'.gra =—+ v ra v ra
Dt t gl ot d d
D_E-’, gl —’da!
— = . gra
Dt vo-d
DE 8 - _ -
— = — 4+ v .grad
Dt ot grad§
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VIII. A equacgdo da continuidade Euleriana turbulenta

introduzindo [5] e [6] em [2]:

o(p + p)

. +div(p+p) (v +9)=0 [28]

aplicando a regra da cadeia:

0 op' - = - =
:;? + 7;1'+<jlv( p VH+p ¥ +p T +p G’) =0 [29]
aplicando a definicdo da media [8]:
a'_) ap, . <= oo A =)
<§>*<at>+<dw(pv+pv+p e ) =0 30)

aplicando [12] e [13] em [30] tem-se:

0P 2P 3T+ diveT +divp T +d 7 =0 31

-— + + + "+ di v + di ! =

ot ot ivpv 1vpv ivp'v ivp'v [31]
considerando [14] e [15]:

65 . - = . =

N + divpv+divp' v =0 [32]

que e’ a equacdo da continuidade Euleriana para escoamentos
turbulentos. Se for feita a hipdtese de que as flutuagdes da
densidade sao nulas:

p' = 0 [33]

a equacédo [32] fica:

op divpv =0 [34]
— +divpv=
ot P
que e’ a equacdo da continuidade Euleriana para fluidos
incompressiveis. Como se vé a eq. [34] e’ a mesma que [2] onde
apenas foram substituidos os wvalores instantdneos pelos valores
médios.
Observe-se que a hipdétese [33] somente tem significado
fisico consistente para um fluido incompressivel onde:
f— 0 op 0 dp = 0 [35]
— ; —_— = ; Ira =
P ot g p

assim a equacdo [34] fica para escoamentos incompressiveis:

divv=0 [36]
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IX. A equagdo da continuidade Lagrangeana turbulenta

introduzindo [5] e [6] em [2]:

D(p +p) - —

g+(p+ p')div (v + ¥/) =0 [37]
Dt

aplicando a regra da cadeia e a definicdo da media [8]:

Dp - _ _ = -
};? + v'.gradp' + pdivv+pdivv' +p'divv + p'divv’' =0 [38]

considerando [14] e [15]:

Dpp - _ o
D—f+\7’.grédp'+pdiV\7+p'diV\7’=O [39]

agrupando os termos de flutuacdes:

Dp - _
D—5+pdiV\7’+p’diV\7’+\7'.grédp’:O [40]

com a regra da cadeia:

Dp - -

— 4+ pdiv v + di 'v' =0 41

ot pdiv v ivp'v [41]
de [21]:

D5 - = Y, =,

Dt + pdivv+divp' v =0 [42]

que e’ a equacdo da continuidade Lagrangeana para escoamentos
turbulentos.

Se fizermos a hipdtese de fluido incompressivel [33] a equacgéo
[42] fica:

Dp - = =

—t—l—pleV:O [43]
que e’ a equacdo da continuidade onde apenas foram substituidos
0s valores 1instantédneos pelos valores médios. Para fluidos
incompressiveis:

Dp

— =0 [44]

Dt

e portanto:

div v =0 [45]
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Consideraremos sempre valida a seguir a hipdbdtese [33].
Aplicando § = p em [27]:
DP DI_D =, S
= —+ v'. dp’ 46
pt _ pt | v -9reep Lael
que com [33]:
Dp  Dp
P _ P [47]
Dt Dt
por outro lado de [Z21]:
D D o -
<D—i> _ DE _ a—i + 5.gradp + 9. grad p’ (48]
entdo com [33]:
Dp Op -
— = — + V. d
Dt ot v.grad p [49]
X . A equacgdo de conservacgdo generalizada turbulenta
(fluidos incompressiveis p' =0 )
Introduzindo [5] a [7] e [33] em [4]:
D_(P:ap¢+divp§¢:div(pk¢gréd(p)+c'sv [50]
Dt at ¢
—als((l)l+6)+div;_)((p'+6)(x7'+x_7)=div5(k gradle’ + o)) + &%, + &y,
ot o Vo T PV
re-arranjando:
000 0RO iy 5 + g7 + 0T + o7) = div p hggrddle’ + 0)+ Sy
ot ot L
integrando entre t e (t + At) tem-se e com [10] e [11]:
a‘_)<(p,> 65<$> : _[ 1= Ty = = ]
o + e + div p va> +—<¢v> + Gpv> +-<@v> =
= div p Ay gréd((@v-+<¢>)+-<dv¢>
considerando [14] e [15]:
a_t + div | Ve +\?p]:div [Kd) gréd@]+6M¢ [51]

transferindo para o segundo membro os termos da média
produtos das flutuacdes

dos
(produtos de Reynolds) :
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¢ = , . == —
— 4+ divve =div|A rado — o' vV'|+ & [52]
= ¢ =div|[1y ordad - ']+ &y

denomina-se problema de fechamento a definigcdo de um Modelo para
0 equacionamento dos produtos de Reynolds.

XI. Escoamento de Fluidos COMPRESSIVEIS
Caso p varie também:
R ’
p=p+p

em toda a deducdo anterior deveria aparecer muitos mais termos
inclusive a média tripla:

para este caso, foil desenvolvida a alternativa de definicdo da

velocidade média proposta por FAVRE.

¢ =1of=

° g

a deducdo é andloga e recal numa equacgido semelhante:

% +div {\7 (P}ZdiV [7%1) grad {(P}— {(P'V'}]+ {"‘Mq) } [52-a]
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PQI-5776 Fenomenos de Transporte I

AULA 8 - [parte 3 de 4] Turbulencia: Modelos

A equacdo de conservacdo generalizada turbulenta foi deduzida

para (fluidos incompressiveis p’' =0 ):
99 | 4ivT G =div|iy grids - 9T )+ & [1]
ot ¢ Mo

denomina-se “closure problem” a procura de um sistema fechado de
equacdes inclusive para os produtos de Reynolds.

1) Conceituacdo de Boussinesq (1877): admitindo artificialmente
um modelo para os produtos de Reynolds da forma difusiva:

'V = - kprorad o [2]

onde X¢T e’ a denominada difusividade turbulenta (eddy) que ¢é

funcédo do estado local da turbulencia.

a—:) +divv e = div[xq, grad ¢ + Ay grad 6]+ Guy =
= aiv|ny +hgr|oria 5+ &y, [3]

considerando a difusividade turbulenta muito maior gque a laminar:

09 — 1 —
— +divve=div]|A ad o|+ & [4]
ot 1vve lV[ oT 9T (p] Mg

este tratamento sugere uma linguagem para a propositura de
modelos de turbulencia. Os mais importantes sdo:

2) Modelo do comprimento de mistura de Prandtl (1925)
2 g
Agr = vp =l ‘grad v‘ [5]

onde a escala de comprimento da turbuléncia é caracterizada pelo

comprimento de mistura f/y deve ser prescrito algebricamente.

Exemplos:

plane mixing layer /p = 0,07 & [0 = layer width]
plane Jjet I = 0,09 0 [0 = width of 1/2 jet]
fan jet lm = 0,0125 98 [0 = width of 1/2 jet]
round jet fop = 0,075 O [0 = width of 1/2 Jjet]

van Driest (19506):

near a wall ln = ky| 1 - exp ._2;__E£B
26V
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3) Hipotese da similaridade de von Karman (1930)

Propde para fn uma relacdo com propriedades do escoamento:

0 Vg 0° Vi

oy 8y2

! oc

[6]

Dispensa a necessidade de prescrever f; mas funciona bem somente
proximo das paredes.

4) Modelo da similaridade de Prandtl (1945)
Propde uma equacdo diferencial para vr:
vy = ¢ Wk [7]

onde k é a energia cinetica de turbulencia e a escala de

comprimento da turbuléncia f/ deve ser prescrita algebricamente.

4.1) energia cinética de turbuléncia k.

Dentro da energia media j& esta contabilizada uma parcela de
energia cinética correspondente a velocidade media:

- - = = - — V.V
e =ute, te. =c

no entanto a energia cinética total e’:

5.5 (F+9).F+9) F.5+9.5+7.9 +9 .9
ec: = =
2 2 2

k = ecT =

> (8]

que pode submeter-se a equacdo de conservacgdo. Apds varias
hipéteses simplificadoras o fechamento fica:

Dk , VT . . o2 k3/2
— = div|—gradk +-VT| grad v - Ccp — [9]
Dt Ok Y4

onde os parametros sdo ajustados experimentalmente para cada tipo
de escoamento:

near wall: o =1 ; cp =~ 008 ; ¢ = 0,2
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5) modelo k-¢&

Seguindo uma linguagem de equacdes de conservacdo a de k seria,
para um escoamento turbulento incompressivel [1]:
ok - _ - =
a—t+diV\7k:diV[}\.k grédk— k,\7,]+ éMk [10]

Launder e Spalding sugerem dque o fechamento do produto de
Reynolds de v’'k’ possa ser descrito por uma dissipacdo de k:

e =div|K 7] [11]

ue Oor Sua vez submete-se a sua ropria eqg. de conservacgéao:
’ ’

0 _ _
6—:+div§8:div[lg grad e — k's']+ oM, [12]

consideram ainda que a difusividade e producdo de k sdo:

kk:X1 ; éwk=—va@ﬁd5:g§d5%=@ [13]

VT . r ! & — -~ €
g = — ; divk'e" = Cg EGMK ; Oy, = C82?

introduzindo [11l] e [13] em [10] e [14] em [1l2] obtem-se:

0k

- _ v _
— +divvk=div —-gradk+ P, — ¢ [15]
ot Oy
0e — Vi - € 2
— +divve=div —grade+Cg — P — Cg — [16]
ot Cg k k
onde a viscosidade turbulenta é dada por:
2
k
vp = Cp — [17]

Assim todas as equacdes de conservacdo necessarias para a
solucdo de um escoamento reativo turbulento (a continuidade ndo o
e’) podem ser escritas na forma generalizada e portanto podem ser
resolvidas por qualquer resolvedor genérico de equacdes
diferencias parciais simulténeas. Os parametros sdo ajustados
experimentalmente para cada escoamento. Valores tipicos sé&o:

cx = 1,0 ; og =1,217 ; Cg1 = 1,44 ; Cgo = 1,92 ; Cp = 0.09

Este modelo funciona bem longe da parede, assim ele deve
ser combinado com outro que funcione bem perto da parede como o
de mistura de Prandtl.
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PQI-5776 Fendmenos de Transporte I

AULA 8 - [parte 4 de 4] Turbuléncia: Aplicacdes

A equacdo de conservacdo generalizada turbulenta (p' = 0) é:

100} - _ . —
— +divve=div|Ag +A rad o+ & [1]
ot ivv e 1v[ o ¢T]g ¢ Mg

a difusividade turbulenta ©pode ser escrita em funcdo da
viscosidade <cinemdtica turbulenta definindo-se o numero de

Prandtl turbulento para a propriedade @:

Prpp = — [2]

7\.¢T
Introduzindo [2] em [1]:

29
ot

<

+ div v @ = div [ o + (o PrcDT)’lvT]gréd ? + % [3]

e admitindo o modelo de mistura de Prandtl generalizado:

Apr = (p Prpr) 5 [orad T [4]
obtem-se:
aa—::_p +divve = div{kq) +(p PrQTTl f?n ‘gréd%‘ }gr§d6+ % [5]

1) Escoamento unidimensional sobre uma superficie em estado
estacionario (parede plana, tubo desenvolvido)

—
—_

— [h
The bouniery lwyer Averape thebngss

A Lape of
: : " houndary lay=!
FizE Medmn region

b

Lt Bttt
IBoth L did 4, deun-beee

[

‘y

f=re f=0079 Re /4
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Considerando um escoamento em estado estaciondrio sem producéo:
L= — . —1 2 - .= O
divv e = div {}‘-(D + (p Pr(DT) /. |grad v| }grad ) [6]

fora da subcamada limite laminar as seguintes hipbéteses
simplificadoras sdo geralmente assumidas:

a) a difusividade laminar é desprezavel frente a turbulenta

Ap << AT [7]

b) o comprimento de mistura varia linearmente com a distancia y
da parede:

Iy = avy [8]

onde o é& uma constante universal.

c) Como a subcamada limite laminar ¢é extremamente fina os
transportes na parede e na regido turbulenta sdo iguais:

3o =—pho 9rad @ = oy =— pro (9rad ¢)y—g [9]
aplicando [7] e [8] em [6]:
divv @ = div ol v p Prpy grad ¢ ‘gréd 5‘ [10]

para ¢ = v = v,

igualando os argumentos dos divergentes e tirando a raiz:

0y _ 1w 4%, = E_/EE.QX [12]
oy a\p al\p v
integrando:

A% ..

v, = ——1ny + cte
o

adimensionalizando y e vy,:

yt= ¥ [ Y e S 'z [14]

v\p M ‘ TV
p

tem-se entdo:

1
v, = —lny+ +cte [15]
a
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a 1integracdo desta equacdo é feita em tres (as vezes quatro)
etapas considerando a existencia arbitraria de subcamadas
correspondentes que Jjustificam as condigbdes de contorno e
hipdéteses simplificadoras.
Regido subcamada transicéo “Core” turbulento
Mecanismo molecular molecular + eddy eddy
propriedade Ao Ao T Aor AT
a VAl 5 1n y - 3,05 2,5 1lny + 5,5
y+ min 0 5 30
y+ max 5 30 o0
5 a0 Wt
Molecular | Molecular | Eddy 1
L. 1 + : -
| oy 1
i i
R | !
Swbluper |Geuermun:
i .5
A, Ny, = 43400
U | o N =150
15p -
U* =50iny® - 308
1 -}
[l e al
1 10 1w w W
y '
ono - Ll L. Rux
™ e 0 e /2 virome B :
| Laminar Turbulen :
- I =t
e A L = e e
Plaly i
ABrup tranaition ot Ra, = 5% 10° \%\
smooth fiat plate
Mm}ﬂ’ 108 w’ s
Ry w0, pxiu Rey =v_palln
o8
S aom Ma
e 0OOF
z' L1 noos f= ”_—"!!}__;
- = §"’ 0008 . Re ?a’
T g 5 o
é e om
;) -
TR -
é QLJgg qdukp/ﬂﬂwun
e A3 28 torr
,mw’
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4) Analogias

A intensidade de turbulencia sozinha nao caracteriza a
turbulencia totalmente. Um outro importante parametro para estudo
da turbulencia é o coeficiente de correlacdo entre duas ou mais
propriedades turbulentas:

N RN

Seria de se esperar que esse coeficiente fosse igual a unidade
sempre que as propriedades variassem devido a um Unico e mesmo
mecanismo.

Quando a correlacdo entre a flutuacdo de uma propriedade ¢ e

[20]

a da velocidade for Rov = 1 entéao tambem Prgor = 1 e surge a
Analogia de Reynolds:

considerando um escoamento, em estado estacionario sem producgédo

uunidimensional com AgpT >> Agy: da eq.[6}:

Vv o= é?n ‘grgdg‘grgdg [21]
= — 2 - .= o=
Vo = (pPr(DT)_l U ‘grad v‘ grad ¢ [22]
considerando unidimensional v = vg:
v,v,= A L2l [23]
dy Oy
2 A

_ ly  Op OV,
Vz @ = —— — ——

p Pror Oy Oy
[24]

dividindo [24] por [23] e considerando que a relacdo entre o
transporte de momentum e o da propriedade ¢ em qualquer posicdo
deve ser aproximadamente a uma constante [:

99/0y

[0
—ppP = 1 = [25]
vy, prrer avz /5y B

os termos do segundo membro na parede podem ser escritos como
coeficientes da interface:

= py[T2) - 2% el = pr0[Z) = @ - B
W oy ), 2 ’ w oy )., ¢

(6VZJ _ f V% . (@j _ C(I)(@b_@w) [26]
v - v, Pl



PQI5776-Fendmenos de Transporte I - Aula 10 pag 30/30

como ¢ é constante vale também para a parede:

B — )2
B = C¢(¢b (Pg v [27]
7\.(1) f vp

integrando o primeiro membro da parede até uma posicdo onde as
propriedades sdo as bulk (b):
p Pror = u Prpr [28]

Vp = Vy Vp

B:(pb_?w
onde a velocidade na parede foi considerada nula.
Agrupando [25], [26] e [27]:

__w 2vece _(pb_6w
——:—E—Pﬁm = ¢( )

p= — [29]
entdo:
foT
2 \Y
Sendo Nugp = CpD/Ap
c f ¥, D
Nu(_p = ﬁ = EVb PrCDT [31]
entdo:
N f
ip = —2 = > [32]
RePr(DT
experimentalmente verfica-se que: 0,5 < Prer < 2
sendo Prpr =1 -> Analogia de Reynolds
2
sendo Prepr = Pro /3 -> Colburn
Nup  _ f [33]
/3 2

1
Re Prq)



