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10.3 — Teorema do Momento Angular
(Teorema da Quantidade de Movimento Angular)

Seja m; a massa de um ponto generico P, pertencente a um sistema S e

v. = sua velocidade num certo instante

Definicao: momento angular (quantidade de movimento angular) de
S em relacdao a um ponto O , o vetor
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Derivando a equac¢ao anterior em relagdo a ¢

o = Z(ﬁi — Vo) AmyU; + Z(Pi — 0) Am;a;
i i

U (informacgao do slide 5 da aula 21)

n — ngt +m776/\

M/" representa 0 momento, em relagdo ao ponto O, das forgas
externas ao sistema .§

leorema do Momento Angular - TMA (Teorema da Quantidade de
Movimento Angular - TOMA)
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12.2 — Momento Angular de um Sdlido
(Quantidade de Movimento Angular de um Solido)

Considere um corpo rigido §$. Seu momento angular pode ser
expresso de maneira simples como nos dois casos a seguir:

a) S tem movimento de translacdo (com velocidade v )
Ho = Z(Pi —0) Amyv; = zmi(Pi —0) A7
i i

resultando em
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b) § tem movimento qualquer

H , terd uma expressao simples se tomarmos como O, um ponto de §

I:IO — z(Pl — 0) /\miﬁo + z(Pl — 0) /\ml-a') N (Pl — 0)
[ [

I:IO — Z(Pl — 0) N\ miﬁo + 22
i
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Considerando o sistema de coordenadas Otjk, com origem O
pertencente a §' e escrevendo:

@ = wil+ wy] + w3k P, — 0 = x;i+ y;] + zjk

o A (P —0) = wy(vik — zi]) + wa (2T — xik) + w3 (x;] — y;)

Voltando em X,
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I:IO — Z(Pl — 0) /\miﬁo + Z(Pl — 0) /\mia') N (Pl — 0)
i i

Hy, =m(G — 0) ADy + w181 + 0,8, + w3S3
S; = Z m;(P; — 0) A [T A (21 + yif + zik)]
i

51 — z mi[(YiZ + Ziz)i — X;Yi] — xizil_(] = Jxl _]xyj _]le_(
[
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Analogamente

52 :]y]_ _]yzl_( _]yxi S3 = Jk — Jzxl _]zyj
Voltando

I:IO =m(G—0)Avy + wl(]xi — Jxyl _]xzk) + wy(*ee) + w3(eee)
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I:IO =m(G_0)/\7}0+10(1_)

Caso particular: se O = G
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N d

. d

" - | ) 1
HO=M5xt+mﬁG/\130 — tzm(G_O)AaO-I_a(I

Lembra-se da equacao
acima? TMA (TOQMA)
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3. (G- O0)paraleloaa,
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Um comentario

Geralmente adota-se um sistema 01 J k ligado a S; neste caso J,, Sy

etc. sdo constantes e a derivada de Ipw ¢ simplesmente [, @

= : 5 . = [r— >
6" = Io inclusive =
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E2 —P3 - 1°sem. 2015

2* Questio (4,0 pontos)

No sistema mostrado na figura, a barra 4B, de massa m e comprimento L, esta
articulada no ponto 4 ao disco de massa m e raio R. O sistema parte do repouso, () &
com a barra AB vertical e com a reta que passa por O e A inclinada de um angulo /

@ em relacdo a horizontal. Em um dado instante inicial, o disco passa a ter uma

aceleracdo angular conhecida Q= Q k . Para este instante inicial, pede-se: P

(a) o diagrama de corpo livre do disco e o diagrama de corpo livre da barra; Q /6
(b) a aceleragdo do ponto 4; JL‘

(c) o vetor aceleragdo angular @ da barra; -
(d) a aceleragdo do baricentro da barra;
(e) a forca que o disco aplica na barra pela articulagdo do ponto 4.

Dado: Para o disco J_ =% ,paraabarra J. = s

R

PME3100 — Mecénica I Prof. Ronaldo 13
Aula 23



ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Capitulo 10 — Dindmica dos Sistemas Capitulo 12 — Dindmica dos Sélidos
10.3 Teorema do Momento Angular 12.2 Momento Angular de um Solido
(Teorema da Quantidade de Movimento Angular) (Quantidade de Movimento Angular de um Solido)
12.2.1 TMA (TQMA) Aplicado em um sdélido

El1 —P3 —-1°sem. 2010

QUESTAO 1 (5 pontos): Um disco homogéneo de
massa M e raio r liga-se a um bloco homogéneo de
massa m por meio de uma barra de comprimento
L=3r/2 e massa desprezivel. O disco rola sem
escorregar para cuma sobre uma rampa (de
inclinacdo a. constante) devido a acdo da forca de
tracdo de um cabo ideal que. enrolado a uma polia
ideal de massa desprezivel, conecta-se a um bloco
homogéneo de massa 4m. Considere o atrito entre o
bloco de massa m e a rampa desprezivel. Para a
configuracdo indicada e adotando-se o sistema de
referéncia inercial Oxy. com Ox paralelo a rampa,
pedem-se:

a) os diagramas de corpo livre dos blocos e do disco:
b) as equagdes do TMB e do TMA (onde pertinente)
. para os mesmos corpos rigidos citados no item (a):
¢) a aceleracéo do bloco de massa m:
d) a aceleracdo angular do disco:
¢) a forca de tracdo no cabo.
Dado. para um disco homogéneo de massa M e raio r: J,=Mr*/2
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a) diagramas de corpo livre fl ponto)

-

Solucao ;

Fh G

F AT

Na

mg Np o

y
\/ x
(o]
b) equacdes do TMB (blocos e disco) e TMA (disco), de acordo com o sistema de referéncia adotado:

TME - Bloco de massa m (0,5 pontos) TMEB- Bloco de massa 4m (0,5 pontos)  TME = Disco (0,5 pontos)

i i F,.cos@=mgsena=ma, (1) i :=F cosf=Mgsena—F . +T = Ma_ (4)

Ji—mgcos+ Fsenfl+ N, =0 (2) J: T—dmg=—dma (3) | =F,.senf—Mgcosa+N,=0(5)

TMA — Disco (em relagio ao baricentro) (0,5 pontos)
Como o ponto C é o CIR, o disco ¢ homogéneo e o problema € plano, o TMA reduz-se a

Joa=M""=rF, = M e rFy= %@z F, (6)

Tem-se as incognitas: @, F,, N, N, F.a.a;.a, esomente 6 equagdes. No entanto, como C é o CIR,

&r =a,, e, ainda, como a barra AG € rigida e ndo sofre rotagdo, a,,, =a, =a. 0 que permite a solugdo

do problema.
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Itens ¢ (1 ponto), d (0,5 pontos), e (0.5 pontos)
M

Solucao de(6) Fp =a (7).

de (3) T=4ml{g—a)(8). Da geometna dada, senf=1/3, cosf = E-JEH. Com esses valores, de
(1.
Fu=mlat+g sena}% (9) . Substituindo-se (7), (8) e (9) em (4),

gz g[4m—[m+ Msen a’]
B Sm+3M /2

3 22 Ma
- + osena — = Mosenoy———+4 —a) = Ma =} )
m(a+ gsen }m 3 &S 3 m(g—a)=Ma (]

Da relacio cinematica entre o CIR e o baricentro do disco obtém-se

Diferencga entre o feito em
sala e o gabarito da prova

S £ [-’-1-m—{m+ M)sen fx]

r Sm+3M /2

(d)

(e)

[4m —(m+ M)sen n.']H }ﬂ
E 4

De (9) obtém-se |[F,,=m enc
Sm+3M/2
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QUESTAO 3 (4,0 pontos) — O sistema mostrado na figura é composto por um disco de massa m e raio
R e um bloco de massa mg. O disco € acionado por um bindrio de momento M. Nio hi escorregamento
entre o disco e o bloco e entre o fio ideal e o disco. Pede-se:

a) Os diagramas de corpo livre do disco e do bloco.

- — " L~

b) A aceleracio a, do centro O do disco e a fio ideal é
aceleracao a, do bloco em funcdo da aceleracio i ?
: , : 2

angular @ do disco. . ;
: i = i o

c) Calcular a aceleracdo angular @ do disco, a lg k é
aceleracao a, do centro O do disco, a Coeficiente de atrito ;
aceleracio a, do bloco, a forca de atrito F, _ /- entre o disco e o bloco f,
i " "

entre o disco e o bloco e a tracdo T no fio. PV —
d) Calcular o momento médximo M, que pode il o bloco e o solo g
ser aplicado sem que ocorra escorregamento no /ﬁ
contato entre o disco e o bloco. 4
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