Capitulo 9

Verificacao de Robustez: Valor
Singular Estruturado e
Analise p

Neste capitulo, apresentam-se as técnicas para se determinar de um sistema
de controle MIMO tem robustez de estabilidade e robustez de desempenho.
Isso € feito através da chamada andlise p, que usa o conceito de valor
singular estruturado, que vale para sistemas MIMO em geral.

9.1 Inclusao de incertezas em sistemas MIMO

O diagrama de blocos padrao de um sistema de controle robusto é apresentado na

Fig.

A(s) [«

——— P(s) |z

K(s)

Figura 9.1: Diagrama de Blocos Geral para Controle Robusto

Como agora estd incluida a incerteza, tem-se que representar a matriz de funcdes de
transferéncia da planta estendida como:

q Pi1 P2 Pi3 D
2| = | Par Py P w
v P31 P31 Psg u
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No caso particular para incluir incertezas bem como o controlador, a planta é como
apresentada na Fig. Neste caso ¢ = WGu; 20 = Wyu; v = —d — p — Gu;
z1 = —Wy(d+ p + Gu). Deste modo, tem-se que:

q WGu 0 0 e

a | _ | Wolcw—p—Gu) | _ | =W, —W, |-W,G Z 0.1)
29 W,u 0 0 Wa )

v —w—p—Gu -1 -1 ‘ -G

Wp(jo) > 21 23=q p

C

Wu(jo) Hp W(jo) l

=0

¢\<

Figura 9.2: Planta estendida para Incluir Incertezas

Pode-se aplicar a transformagao linear fraciondria inferior para o sistema em Fig.[9.1]
0 que resulta em:

0 0 WGKS
F(PK)y=| -W, —W, | —| -W,GKS |[I I]=
0 0 W,.KS
0 0 wr  WT wT  WT
Wy W, | — | =W, T W, T | =| -W,S —-W,S | (9.2)
0 0 W.,KS W,KS W,KS W,KS

Este sistema é exatamente o sistema em malha fechada nominal, ja incluindo os pesos
e o controlador projetado, o que resulta em:

q WT | WT

Ni | N
o | = | -W,S [ —W,S [i] = [ - N”} [m (9.3)
29 W,KS | W,KS 21t

De maneira geral, o sistema fica na forma apresentada na Fig. [9.3]

Deste modo, o sistema pode ser escrito na forma:

g = Nup+ Npw
z = Naip+ Nopw
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Figura 9.3: Diagrama de Blocos para Anélise de Robustez

e como q = N11Ag+ Njsw, tem-se que (I —N11A)g = Nipw e ¢ = (I— N3 A) = Nygw.
Deste modo:

z = [NaA(l - Ni1A) "INy + Nag| w

Fu(N,A)

que é conhecida como transformagdo linear fraciondria superior, e a matriz A
frequentemente tem a forma:

Al(jw) 0 0

0 Asg(jw 0

aga= |0 ST
0 0 - A7)

onde d(A;(jw)) < 1 para qualquer w, o que é equivalente a dizer que ||Alls < 1.
Diz-se entdo que esta matriz tem estrutura. Finalmente, as matrizes A;(jw) podem
ser cheias ou diagonais da forma I§;(jw).

9.2 Valor Singular Estruturado e Analise de Robustez de
Estabilidade

Podemos ver claramente da Fig. [0.3] que temos uma malha fechada na parte superior
do sistema tal que a matriz de funcoes de transferéncia de malha aberta é N11A. Mais
especificamente, trata-se de uma familia de malhas fechadas, ja que A é uma matriz
de incertezas. Entretanto, esta malha fechada é somente uma abstracao matematica,
porém podemos aplicar, por exemplo, o critério de Nyquist MIMO.

Deste modo, considerando que que temos estabilidade nominal, ou seja, N, e por
conseguinte i1, sdo estaveis, para se ter estabilidade robusta é necessario que para
toda a familia tal que ||Aljcc < 1 o critério de estabilidade de Nyquist deve ser
satisfeito para toda a familia de malhas. E possivel entdo enunciar o seguinte teorema:
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Teorema 9.2.1. O sistema da Fig. [9.5 possui estabilidade robusta se e somente se
p(N11A(jw)) < 1 para qualquer w e A, o que é equivalente a:

mAaxp(NHA(jw)) <1
para qualquer w.

Demonstragao. Se maxa p(N11A(jw)) < 1, como p é o maximo autovalor, tem-se
entao que:
mgxmax\)\,;(NuA)] <1
1

o que implica que é verdade para todo |\;(N11A)| < 1. Como sabemos que det(I —
NHA) = HZ)\Z(I—NHA) = Hl(l—)\l(NHA)), entdo fica claro que det(I—NHA) 75 0.
Como Nj; ndo tem polos no semiplano direito (estabilidade nominal) assim como
qualquer A, tem-se que det(/ — Nj;A) nao envolve origem em nenhum caso, o que
significa que tem-se estabilidade robusta.

Supondo que hé estabilidade robusta, A é estdvel e nenhum poélo de ANj; esta
semiplano direito (o que implica que P = 0), tem-se que det( — N;1(jw)A(jw)) =0
nao pode acontecer para nenhum A ou w, ou seja, det(I — N11(jw)A(jw)) # 0 para
todo A e todo w, o0 que é equivalente a \;(N11A) # 1 para qualquer ¢, qualquer A e
qualquer w. Em termos de médulo, como |A;(N11A)| # 1, se houvesse para algum ¢
e algum A, um autovalor tal que |\;(N11A)| > 1 terfamos:

max max |Ai(N11A)| > 1
(2

Entretanto, por continuidade de A, deveria haver um A" = €A, onde 0 < € < 1 para
o qual max; |A\i(N;1A")| =1, o que é absurdo. Logo, devemos ter sempre:

mAaxp(NuA(jw)) <1

0 que prova o teorema.

Deste modo, pode-se chegar que:

Lema 9.2.1. Para uma norma matricial (e em particular para qualquer norma
induzida) vale que:
p(A) < |[A]

Demonstragao. Pode ser encontrada em [SP05] |

Lema 9.2.2. Seja A o conjunto de todas as matrizes complezas tal que (A) < 1.
Entao a sequintes identidades valem:

mAaXp(NHA) = max a(N11A) = max d(A)a(N11) = a(N11)

Demonstragao. Pode ser encontrada em [SP05| [ |
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Teorema 9.2.2 (Estabilidade Robusta para A cheia). Se A é uma familia de
matrizes que inclui as matrizes cheias, entao a condi¢cao de robustez de estabilidade
é:

5(N11(jw)) <1

Demonstragio. Pelo teorema [0.2.1] tem-se a condi¢ao de robustez de estabiliade
geral. Pelo lema [0.2.2] prova-se o teorema. [ |

9.2.1 Conceito de Valor Singular Estruturado

Para familias mais restritas de matrizes A, ou seja, que nao contém as matrizes
cheias e complexas, nao hé infelizmente um indice facil de se calcular. Para tanto, é
necessario introduzir um novo conceito:

Defini¢ao 9.2.1 (Valor Singular Estruturado). Data uma matriz M e uma familia
estruturada de matrizes A tal que ||Al|loo < 1, define-se o valor singular estruturado

por:
1

A M) = o (A det(T — MA) = 0}

Ou seja, o que se busca é A, tal que tenha o menor a(A,) e tal que det(I—MA,) = 0.

— Pode-se mostrar que pa (M) depende somente da estrutura de A.

— No caso particular de A cheia, temos que pua(M) =a(M).

Exemplo: Dada a matriz:
2 2
-5
se supusermos que a matriz é cheia, tem-se que ua (M) = 3.1623 e 5(A) = 0.3162, o

que indica que se trata do menor valor para o qual ocorre a anulacao determinante.
Porém no caso de A ser da forma:

61 O

0 o
teremos que:

10 2 2][6n 0], [1-26 -20,] . -

Podemos entao escrever:

a0
A‘[o %1J

de modo que o méaximo valor singular fica:

() = \/ Amax { [%% (2610— 1)2]}
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Em funcido de 1, o maximo autovalor pode ser 67 ou (207 — 1), como pode ser
observado na Fig. [0.4] Como as duas curvas sdo positivas e convexas, o minimo
ocorre quando elas se igualam, ou seja 2 = (207 — 1)2, o que ocorre em &; = 1/3, de
modo que 6(A) =1/3 e ua(M) = 3. Usando-se a fun¢do mussv do MATLAB, que
fornece limite superior e inferior, temos que o limite superior é 3 e o limite inferior é
2.9102. E também interessante notar que a funcio que esté sendo minimizada tem
no seu minimo um ponto de nao-diferenciabilidade, de modo que o minimo nao pode
ser encontrado igualando-se a derivada da curva a zero (ja que ela ndo existe naquele
ponto).

2
09+ —d; .
2
—(26,-1)

0.8

0.7 1

0.6 A

05 1

0.4r 1

031 b

0.2 1

0.1 N

Figura 9.4: Minimizagdo de A

9.2.2 Propriedades do Valor Singular Estruturado
Dada uma familia de perturbacoes A, tem-se:

— pa(aM) = |a|ua(M), para qualquer o € C;
— Para qualquer 7 € R e tal que r > 0, tem-se que rua (M) = pua(rM) = ppa(M).

Podemos pensar no valor singular estruturado como uma func¢ao de conjunto, ou seja,
uma funcao de A, de modo que:

— Dados dois conjuntos de perturbagoes A1, Ao tais que Ay C Ao, tem-se que
o, (M) < pun, (M);

Como exemplo, podemos apresentar as trés familias A1 C Ay C Ag tal que:

— A; ={0I e RP*7 | ] < 1};
— Ay = {01 € CP*9 | || < 1}
— A3 ={AeC[|Acllo <1}

de modo que:
,uAl(M) < :U’AQ(M) < :U’A:a(M)
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<o [A1 4] [4 1] o

MA(M) > maX{NA1 (Mll)a KA, (MZZ)}
— Se A é complexa com 7(A) < 1, tem-se:

M)= ma MA
pa(M) A,a(ﬁglp( )
e ainda pc(M) < pua(M) < a(M)
— Estes limites interior e superior sempre podem ser usados como estimativas
iniciais a serem refinadas
— Se A =61 (onde § é complexo escalar) temos (M) = p(M)

— ua(M(jw)) pode apresentar saltos em w quando ha blocos reais em A, de modo
que nao se trata de uma fungdo continua. Se nao héa blocos reais em A, entao
ua (M) depende continuamente de M (nao hé saltos)

— Se U é uma matriz unitaria com a mesma estrutura de A, entdo ua(MU) =
pa(M) = pa(UM)

— Se D é uma matriz que comuta com A, isto € AD = DA, entdo pua(DM) =
ua(MD) e ia(DMD) = pa(M)

— Se Ua é o conjunto de todas as matrizes unitarias com a mesma estrutura que
A, entdo para A complexa temos:

na(M) = max p(MU)

e como se trata de um problema de otimizagao nao convexo, ndao pode ser
utilizada par calcular pua (M), mas pode ser usada para dar um limite inferior
melhor;

— Se Ag € %Ac tal que I — M A, é singular, entdo v < ua,(M). Este fato pode
ser usado para melhorar o limite inferior (é usado pela funcao do MATLAB).

— Se Da é o conjunto das matrizes que comutam com A, entao:

M) < mina(DMD™!
pa(M) < pip o (DMD)

que é uma otimizacao convexa que, além disso, é um problema de desigualdades
matriciais lineares (LMI), que dispoe de eficientes algoritmos de solugao.

Exemplo: [[SP05]]| Seja um sistema em malha fechada como apresentado na Fig.|9.5|
onde a planta é dada por:

Gls) = 1 [—87.8 1.4 }

7s+1|—108.2 —14

e o controlador projetado é dado por:

7s+1[-0.0015 0
K(s) == [ 0 —0.075}

111



a matriz de perturbacoes ¢ A = [501 602] e W(s) = wy(s)] tal que wy(s) = (fgrsofl,
7> 0e0 < |d1],|d2] < 1complexos. Para se determinar a matriz N (planta estendida
com controlador), tem-se que v = —w—Gp—Gu, ¢ = Wu, z = —W,(—w—-Gp—u) =

Wyw + W,Gp + Wyu

q 0 0 w P
2| = | WG W, | =W, w (9.4)
v -G | —-1| -G U

Fazendo-se as substituigcoes necessérias, chega-se a:

¢=W[-K(I+GK) 'Gp—K(I+GK)'w] = -W({I+KG) ' KGp-W(I+KG) 'Kw =
~WEKGI+KG) ' 'p-W({I+KG) 'Kw (9.5)

T

de modo que para que se tenha robustez de estabilidade, é necessério e suficiente que:

pa(M(jw)) = pa(WTr) = pa(wr(jw)Tr(jw)) < 1

o que significa que:

1

pa(Ti(jw)) < w1 Gl (9:6)
“Woli Z
Wet[® |—>A(joo)
e W(jo) d
r=0 u T y
K(joo) Gljo) —>

Figura 9.5: Planta estendida para Incluir Incertezas no Exemplo

Os valores singulares de malha aberta e de malha fechada (para a fungao T7) s@o
mostrados na Fig. [9.6] Como ja foi deduzido acima, caso a familia de matrizes A
seja cheia, entao pa (7;(jw)) = 6(T;(jw)). Como neste caso a desigualdade (9.6) nao
¢ satisfeita, entao o sistema nao é robusto para essa classe de incertezas.

Para calcular ua (7T7(jw)) para o caso da matriz A diagonal complexa desejada, usa-
se a fungdo mussv do MATLAB. Para este caso, deve-se passar a matriz T7(jw)
e a matriz bloco = [-1 0; -1 0], e a func¢ao retorna os limites superior e inferior
do valor singular estruturado. Na Fig. tem-se também o inverso do médulo da
fungao peso |wr(jw)| e o limite superior do valor singular estruturado para 77 com a
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Figura 9.6: Valores singulares do Exemplo

matriz de incertezas diagonal complexa. Neste caso, vé-se claramente que a condigao
de robustez de estabilidade é satisfeita.

9.3 Analise de Robustez de Desempenho

Conforme foi visto anteriormente, o sistema em malha fechada (ou seja, ja levando

em contra o controlador projetado) com as incertezas incluidas, é representado na
Fig.[9.3] e a relacdo entre entradas externas e saidas de desepenho é dada por:

z=[NaA(I - N1 A) "INy + Nog| w

.

Fu(N,A)

Para que tenhamos robustez de desempenho, devemos ter:

[Fu(N; A)floo < 1

para qualquer A, o que é a mesma coisa que dizer que:

12ll2 < 1 Fu(N; A)lool[wll2 < [[w]l2

ou seja, o efeito nos erros de desempenho (em termos de energia) é diminuido. As
piores entradas externas sao aquelas da forma w = A7z, ou seja, que produzem uma
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entrada externa que instabiliza o sistema em malha fechada. Para tanto, o sinal
externo teria que de algum modo depender da saida de desempenho do sistema, que
ficaria cada vez com maior amplitude, de maneira que a energia aumentasse sem
parar. Isto significa que o sistema apresentado em Fig. teria que ser instavel.

A p(s) ]

PIA(s) e—d—

w | N(s) | 2

"

Figura 9.7: Diagrama de Blocos para Analise de Robustez de Desempenho

Para ser ter instabilidade, seria necessirio que para algum A} e algum w tivéssemos:

det(I — Fu (N, A)A%) = 0

De modo a nao se ter instabilidade, devemos ter que

det(I — Fu(N,A)A,) #0 (9.7)

para qualquer A, e qualquer w, o que obriga que A, seja complexa e cheia no caso
mais geral. Como sabemos que (9.7)) equivale a pa,(F.) = 6(F,) < 1, o que implica
que || Fylloo < 1. Esta estao é a condicao de robustez de desempenho.

Uma maneira mais interessante de fazer esta analise é atraves da definicdo da matriz:

A A 0
»=[o )

onde agora se envolve a matriz N inteira. Deste modo, temos o seguinte teorema:

Teorema 9.3.1. O sistema na Fig. terd robustez de desempenho se e somente
se:

pA(N) <1
Demonstragao. Uma ideia da prova na ida é: Sabemos que
pA(N) <1 det(I — NA) #0

para qualquer A tal que &(A) < 1. Deste modo:

Lo Ni Nipf 1A 0 _ I — NiA  —NpA,
det { [0 I] N [N21 N22:| [0 AJ } = det [ ~NyjtA T — NypA, #0 (98)
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Pela formula de Schur, podemos escrever que este determinante é igual a:

det(I — NllA) det[I — NQQAP — NglA(I — NnA)ilngAp] =
det(I — N A)det(I — FuA,) #0 (9.9)

Deste modo, para que seja # 0, é necessario e suficiente que:

— det(I — N11A) # 0 < pa(N11) < 1, para qualquer A (robustez de estabilidade)
e

— det(I — FuAp) # 0 < pa,(Fu) <1 (robustez de desempenho)

Deste modo, podemos unificar os critérios da seguinte forma:

1. Estabilidade nominal: N deve ser internamente estavel

2. Desempenho nominal: (Na2) < 1 para qualquer w, além de estabilidade
nominal;

3. Robustez de estabilidade: ua(Nj1) < 1, além de estabilidade nominal;

4. Robustez de desempenho: p4 (IN) < 1 para qualquer w, além de estabilidade
nominal

onde esta ultima condigdo j4 exige que haja robustez de estabilidade. Ainda A pode
sempre ter uma estrutura diagonal e A, sempre tera estrutura cheia e complexa.

Exemplo: Voltando ao tultimo exemplo, supondo que z = Wj,w, é possivel mostrar
que a matriz N é dada por:

N - —wiTlry —wiKS
| wpSG wpS

onde T = KG(I+ KG)™' e S = (I + GK)™'. Sabemos que se U é uma matriz
unitaria, entdo u(N) = u(UN), de modo que se aplicarmos:

-1 0
o=l ]
em N, teremos:
N — wil; wrKS
T |wpSG w,S

Como neste exemplo ja foi dado um controlador projetado K, ndo sabemos qual foi a
matriz de peso de desempenho W), que foi utilizada para o seu projeto. Desde modo,
nao podemos fazer analise da robustez de desempenho.
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