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Ensembles estatisticos
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Fenémeno observado na escala macroscépica € insesivel as di-
ferencas na escala microscépica: Todas as condi¢Ges iniciais
mecanicas sao, de certo modo, equivalentes e devem ser trata-
das em pé de igualdade.

Matematicamente: associar um certo peso aos estados possiveis
no instante inicial. As quantidades macroscépicas ficam defi-
nidas como a média da quantidade microscépica sobre todos
os estados do sistema dinamico, devidamente ponderado. =
Descricdo estatistica do sistema.

O objeto matemadtico que representa o sistema n3o é mais
um ponto no espaco de fase, mas uma colecdo de pontos
neste espaco, em que cada ponto estd ponderado por um certo
nimero. Tal conjunto de pontos ponderados serd denominado
um ensemble.

O valor do observavel de uma funcdo dindmica serd identificado
com a média de ensemble da funcdo microscépica. O valor ob-
tido segundo essa prescricdo serd interpretado como o resultado
médio de um grande niimero de experimentos idénticos.



Mecanica Estatistica: Propriedades da matéria em equilibrio
no sentido empirico usado pela Termodindmica. Seu objetivo
é derivar todas as propriedades de equilibrio de um sistema
molecular macroscépico a partir de leis da dindmica molecular.
Sistema cldssico composto de um grande nimero N de moléculas
que ocupam um grande volume V:

® N ~ 102 moléculas.

® V ~ 102 Volumes moleculares
Como esses valores s3o enormes, é conveniente considerar o
caso limite

° N — oo

°* V5

° % = v volume especifico v é um numero finito fixo.

Vamos considerar o sistema isolado (energia como constante
de movimento): medidas feitas sobre o sistema = intera¢do
do sistema com o mundo externo = se as interacdes forem
suficientemente fracas, entdo a energia fica aproximadamente
constante = Sistema isolado.



e Estado do sistema = 3N coordenadas candnicas (g1, g2, - - -, g3n)
mais 3N momentos candnicos (p1, p2, . . ., pan) = 6N varidveis
(p,q) — Espacgo de Fase I', 6 N—dimensional (cada ponto re-
presenta um estado do sistema).

® Dindmica determinada pelo Hamiltoniano H(p, q) = E — Su-
perficie de energia E (lugar de todos os pontos em ' que sa-
tisfazem essa condi¢do).

® Equacdes de movimento candnicas

oH
opi
oOH
dq;

= q

= —pi

Quando o estado do sistema evolui segundo essas equagdes,
fica fixado um caminho no espaco de fase . Esse caminho fica
sempre na mesma superficie de energia porque, por definicdo,
a energia é conservada.



Sistemas Macroscépicos

N3o é interessante determinar o estado a cada instante. Esta-
mos interessados somente em algumas propriedades macroscépicas
do sistema.

Vamos exigir que o sistema tenha N particulas, volume V e
que sua energia esteja entre E e E 4+ AE. Um ndmero infinito
de estados satisfazem essas condi¢Ges.

Vamos considerar n3o s6 um dnico sistema, mas um numero
infinito de cdpias (mentais) do mesmo sistema, existindo em
todos os possiveis estados que satisfazem as condigoes.

Essa ideia é representada por uma distribuicdo de pontos no

espac¢o [ caracterizada pela fun¢do densidade p(p, g, t) definida
como

p(p,q,t)d*Npd*Vq

que é o niimero de pontos contidos no volume d3Vp d3Vq lo-
calizado em (p, q) no espaco I no instante t.



OBS:

® | embrando o teorema de Liouville
Z dp OH OH 0p
9q; Opi  9q; Op;

distribuicdo de pontos no espago I' se move como um fluido
incompressivel.

® Estamos interessados na situa¢do de equilibrio = p(p,q) =
0
p'(H(p,q)) = 5% = 0. Note que

0/ _dp'OH _0HO _9Hd OH _ 0 OH
Opi  dHOp; ~ 0q;Op;i  Oq; dH Op;  Oq; Op;

® O ensemble descrito por p(p, q) é o mesmo para qualquer ins-
tante de tempo.



Postulado de probabilidade igual a priori

® Quando um sistema macroscépico estd em equilibrio termo-
dindmico, seu estado é equiprovavel a qualquer estado que sa-
tisfaz as condi¢Ges macroscépicas do sistema.

e (O estado de equilibrio termodinamico do sistema é um elemento
de um ensemble, o ensemble microcandnico, cuja fun¢do den-
sidade é

constante, se E < H(p,q) < E+ AE
p(p:q) =
0, qualquer outro caso

Fica subentendido que todos os elementos do ensemble tém
mesmo ntmero de particulas N e mesmo volume V.

® VVamos considerar

f(p, q) = propriedade mensuravel do sistema



Quando o sistema estd em equilibrio, o valor observado deve
ser resultado de uma média de f(p, g) sobre o ensemble mi-
crocandnico, (f(p,q)), independente do tipo de média. Se o
postulado de probabilidade igual a priori for util, entdo todas
as formas de calcular a média levardo ao mesmo resultado.
Duas formas de calcular a média:

® Valor mais provavel: Valor de f(p, g) mais comumente encon-

trado no maior nimero de sistemas do ensemble
® Média de ensemble:

() = Jd*qd*Npf(p,q)p(p. q)
Jd*Nqd3Npp(p,q)

Essas duas formas s3o aproximadamente iguais se a flutuacdo

quadratica média for pequena:

(f?) — (f)?
(f)?
Para todos os sistemas fisicos (f2) — (f)2 ~ 1/N, portanto, no

limite N — oo a média de ensemble e o valor mais provavel
tornam-se idénticos.
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Ensemble microcanonico

® Primeiro Postulado - Postulado fundamental da Mecanica
Estatistica
Todos os estados microscépicos acessiveis a um sistema
fechado em equilibrio sao igualmente provaveis.

® Nimero de estados microscépicos de um sistema termodindmico
com energia E, volume V e nimero de particulas N, na pre-
senga de um conjunto de vinculos {X;} :

Q=Q(E,V,N;{Xi})

® Probabilidade de encontrar o sistema sujeito ao conjunto de
vinculos {X;} deve ser proporcional a , ou seja,

P({Xi}) o< Q(E, V, N {Xi})



Interacao térmica entre dois sistemas macroscopicos:

® Recipiente fechado com parede interna inicialmente adiabatica,
fixa e impermedvel.

® Nimero de estados microscépicos acessiveis ao sistema com-
posto, constituido por dois sistemas independentes:

Q = Q(Ex1, Vi, N1)Q0(Ez, Vo, N>)

® Probabilidade de encontrar o sistema sujeito ao conjunto de
vinculos {X;} deve ser proporcional a €, ou seja,

P({Xi}) x Q(E, V,N;{Xi})



Num dado instante: parede adiabatica — parede diatérmica

Eo = E1 + E>. Note que E; e E; podem flutuar a vontade desde
que Ep se mantenha constante.

Outros pardmetros macroscépicos do dois sistemas ( V4, Vo, Ni, Ny)
permanecem constantes.

Sistema (1) tem energia Ej e sistema (2) tem energia Ex =
EO — El. LOgO

Q(El; Eo) = Ql(El)QQ(EO — El)

Os pardmetros constantes foram omitidos para simplificar a
notacao.

Probabilidade de encontrar o sistema composto num estado
microscépico em que a energia do subsistema (1) seja E; é

P(El) = CQ(El; Eo) = CQl(El)QQ(EO — El)



® o inverso da constante ¢ é o nlimero total de estados mi-
croscdpicos acessiveis ao sistema composto global

Eo

1
- == EZ:OQl(El)Qz(Eo - E)
-

® Em geral Q(E) cresce com o aumento da energia E (mais esta-
dos microscdpicos disponiveis a medida que a energia aumenta)
= Q1(E;) cresce, Q(Ep — E;) decresce com E; = P(E;) deve
apresentar um maximo.

® Definindo

f(El) =1In P(El) =Inc+In Ql(El) +In QQ(EO — El)



Probabilidade maxima

Jdln P(El) _ Jdln Ql(El) _ Jdln Q2(E2)

OE; OE; 0B, 0

Defini¢do de entropia: S(E) = kg InQ(E)

Lembrando que
o5y _1
ou)yny T

Ent3o, da condicdo de probabilidade maxima encontramos que
T1=T;

Condi¢ao de equilibrio térmico.
A maximiza¢ao da probabilidade correspondente diretamente a
maximizacdo da entropia termodindmica.



