ANOVA
Modelos de Efeitos Fixos e
Aleatorios



Modelos mais Gerais
(Neter et al. 2005; Oehlert, 2010)

Diferentes estruturas para os componente “FIXOS” e
“ALEATORIOS” do modelo adotado para Y:

componente fixo do  componente aleatorio
modelo do modelo



Modelo com Dois Fatores Aleatorios

Consumo de Gasolina de acordo com carros e motoristas
amostrados aleatoriamente de uma industria automobilistica

Fator B: Fator A: Carros

Motoristas j = 1 =2 =3 j=4 =35
i =1 25.3 28.9 24.8 28.4 27.1
25.2 30.0 25.1 27.9 26.6

=2 33.6 36.7 31.7 35.6 33.7
32.9 36.5 31.9 35.0 33.9

i=3 27.7 30.7 26.9 29.7 29.2
28.5 30.4 26.3 30.2 28.9

i=4 29.2 32.4 544 31.8 30.3

29.3 32.4 28.9 30.7 29.9

Os fatores Carros e Motoristas sao aleatoérios.
A resposta sob estudo € o consumo de combustivel.



Modelo com Dois Fatores Aleatorios

Perfil de médias-Motorista
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Modelo com Dois Fatores Aleatorios

e te
Compone? Componet
fixo aleatorio

Yiik = Hik + ik :F/H‘TJ + B + 7 i +eijk; 1=1..,n,;)=1..,ak=L..,b

_____________________________________

Z'j"'N(O;Gi); ,Bk~N(O;G§); ;/jk~N(O;o-§B);
ex ~N(0:07); 7, LB Ly Ley

. 2 2 2 2
yijk~N(:u1O-A+O-B+O-AB+O-e)
(62 +ol+oi+o? i=itj=jk=k'
oit+oi o, izij=]k=k'
COV( Yy Virjae ) =3 o2 i=ij=jk=k'

o2 izitj=jik=k"

0 i1=i)#]k#k'



Modelos Lineares de Efeitos Aleatdrios
ANOVA para Delineamentos com Dois Fatores, A e B, Aleatorios

FV #9.1. E(QM)
A a-1 ol +ros, +rbos Estrutura
utu
B b-1 aez + ra,iB + raaé Fatorial dos
efeitos
AB (a _1)(b _1) O-ez + rGiB aleatérios
Residuo  n-ab=ab(r-1) o,
r:replicas n=abr Neter et al., 2005
L2 _ _QM(AB) _
Hyiop =0=Fyp = (a-1)(b-1ab(r-1)  Tabela de ANOVA equivalente
QM Res

L2 QMA
Hy:oy=0=>F, = OM (AB) ~ F oy a1 o-)
L2 QMB
Hy:iog=0=>F = OM (AB) ~ Foo1).(anm-1)

ao modelo de efeitos Fixos,
exceto o E(QM).

N&o ha uma ordem para a
realizacao dos testes dos
components de variancia!



Modelo com Dois Fatores Aleatorios
Estimadores dos Componentes de Variancia

E(QMA)-E (QMAB . MA-QMAB
o2 - El )rb( ) L 42-Q r;z

E(QMB)-E (QMAB . MB - QMAB
o2 - El )ra( )L 529 r;z

, _E(QMAB)-E(QMRes) ., _QMAB-QM Res

Opg = — O pp
r r

o. =E(QM Res)= 6, =QM Res

Intervalos de Confianca aproximados para Componentes de Variancia em modelos
balanceados podem ser obtidos por meio do procedimento de Satterthwaite que
Identifica os estimadores desses CV como combinacdes lineares de Quadrados
Médios.



Modelo com 2 Fatores Aleatorios
Estimador da Média Geral
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Fator B: Fator A: Carros
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Fator A: Carros

Fator B:

Motoristas j=1 j=2 j=3 j=4 j=5
i =1 25.3 28.9 24.8 28.4 27.1

25.2 30.0 25.1 27.9 26.6

(=2 33.6 36.7 31.7 35.6 33.7
32.9 36.5 31.9 35.0 33.9

1= 3 27.7 30.7 269 29.7 29.2

28.5 30.4 26.3 30.2 28.9

=4 29.2 32.4 27.7 31.8 30.3

29.3 32.4 28.9 30.7 29.9

Modelo com Dois
Fatores Aleatorios

r=2, a=5, bh=4
n=40

Tabela de ANOVA: Modelo com 2 Fatores Aleatédérios

Carros (A: aleatdérioO
Motorista (B: aleatdrio)

Carros*Motorista
Residuals

Df
4 94.713
3 280.285
12 2.446
20 3.515

Sum Sg Mean Sqg F value

23.678 23.678/0.204=116.07
93.428 93.428/0.204=457.98
0.204 0.204/0.176=1.159

0.176

Significédncia dos Componentes de wvariancia (CV)

Ccv Estimativa vapor-p valor-p ajustado.fdr

Fator A 2.934 1.745695e-09 5.237085e-09*

Fator B 9.322 1.226574e-12 3.679723e-12%*

Fator AB 0.014 3.714839%e-01 1.000000e+00
£2=30.05  dp(4)=1.7096

Rejeitar o2 =0
Rejeitar o2 =0
N&o Rejeitar o, =0



Modelo com Trés Fatores Aleatorios

Quadrado Medio Esperado

Source EMS

A o? + nrriﬁ,}, -+ HL—:"I“IH + nhrrﬁ,}, -+ ﬂhr:ﬂﬁ
B o? + “{Ti‘ﬁ"}" + m,r:rnﬁ + H{H}'HT + nac n';f}
C o? + nﬁiﬁ,}, Hhﬁn,r + HI’HJ';.J,F + nr,rfm
AB a? + ur:r;iﬁ,}, | nfﬂﬁﬁ

AC o + Hf?'iﬁ,_r nfmrﬂ,,r

BC o? + nrrf'm,}, + w.n.rré,r

ABC o? + “”‘iﬁw

Error o

Ha Testes F exatos para testar os efeitos aleatorios ABC, AB, AC e BC. MAS nao ha
testes exatos para testar os Efeitos Principais A, B e C. Testes aproximados precisam ser
obtidos no caso de modelos com 3 ou mais fatores aletorios.



Modelo Misto: Um Fator Fixo e Um Fator Aleatoério

A eficiéncia de trés Meétodos de Ensino (I, 11 e 1ll) foi avaliada por meio do
desempenho do aluno. Cinco instrutores habilitados a conduzir tais Métodos
foram aleatoriamente escolhidos de um cadastro para fazerem parte do estudo.
Quinze grupos de quatro alunos considerados homogéneos segundo o0
conhecimento do assunto foram entao

Método de | 1 1

Ensino
Instr. 1 65 68 56 45 74 69 52 73 69 63 81 67
Instr. 2 58 62 65 56 81 76 56 78 83 70 72 79
Instr. 3 63 75 58 54 76 80 62 83 74 72 73 73
Instr. 4 57 64 70 48 80 78 58 75 78 68 76 77
Instr. 5 66 70 64 60 68 73 51 76 80 75 70 71

Considere a analise destes dados: ha diferenca no desempenho esperados dos alunos de
acordo com os trés Métodos de Ensino?
M¢étodo de Ensino deve ser modelado como Fator Fixo ou Alea’torio? E Instrutor?

Proponha outras situa¢des experimentais em que um modelo misto desse tipo seria util.



Modelo Misto

m onente onente
Comp fixo Comrf\eatéﬁo
Yijk = M + 8 S L+ T, +ﬂk TV i +eijk;§ 1=1..,n,;J=L.,ak=1..b
a
Ty = 0; ﬁk ~N (0 : Gé ; Formulacao restrita do
j=1 modelo misto
. a_l 2 . 2 . 1 2 . -y
7jk~N(01 a O-ABji Z}/Jk_01 Cov(yjk’yj'k):_gJAB ] # ]
j=1
2
eljk - N(O’Ge)’ ﬁk J-7/jk J—eljk
a—1 ..
a-1 2 2 2 o
2 2 2 O +—0,x +0 =1
yuk~N(,u+fI , Og + " GAB+Gej BT a0
2 a_l 2 1 = 1
_ og+——o0o 1#1]=]Kk=K
COV(YijkaYi'j'k'):4 a
1 5 | : | ]
aé—gaf\B izij=jk=Kk
0 kK =k’




Modelos Lineares Mistos

Delineamentos com Dois Fatores Cruzados AxB:
A de Efeito Fixo e B de Efeito Aleatério

FV #g.l. E(QM)
e
A a-1 o2 +rb ‘1J +ro
a_
B b-1 ol +rac;
AB (a-1)(b-1) o, + 10

Residuo  n-ab=ab(r-1) o,

Neter et al., 2005

SQ, QM e numero de g.l. sdo calculados como no caso de um modelo ANOVA de
efeitos fixos. O denominador da estatistica F mudara de acordo com o valor

esperado do QM, isto &, E(QM).



Modelo Linear Misto

Tabela de ANOVA - Modelo Misto

Df Sum Sg Mean Sqg F value
Método (A:Fixo) 2 1695.63 847.82 FA: 847.82/27.75=30.55 <0.001*
Instrutor (B:Aleatdrio) 4 190.57 47 .64 FB: 47.64/66.50= 0.72 0.5851
Método*Instrutor (AB:Aleat) 8 222.03 27.75 FAB: 27.75/66.50=0.42 0.9045
Residuals 45 2992.50 66.50
H o2 =0 - QM (AB) _ F Método de Ensino e Instrutor néo
0AB - O aB = Fpg 845 .
QM Res interagem
H. 62=0 F — QM (B) ~FE A variabilidade entre instrutores néao
oB - O = — g = 4,45 AR
QM Res e significante
H 7. =0 _ QM (A) ~E Ha (pelo menos uma) diferenca
0A T A 2,4 S
QM (AB) significante entre o desempenho

esperado dos alunos de acordo com
Método de Ensino




Yijk:,Ujk"‘eijkj;ﬂ+fj;”"ﬁk+7jk+eijk; 1=1..,r )=
My D=
=1
/&:V Z’:-:ILAIJ—ILAl:VJ—V
] ‘+ro;, E(QMAB N MAB
Var(rj):aeJr ok _ E(Q ):> ar(rj):Q
br br br
T.
H,:z,=0; |
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Modelo Linear Misto

E(QMB)—-E(QM Res . MB -QM Res
o - ELQE)-ElOURRS) ;w00

, E(QMAB)-E(QMRes) ., QMAB-QM Res

O,\rp — O, =
AB AB
r I

o. =E(QM Res)= 67 =QM Res

Intervalos de Confianca aproximados para Componentes de Variancia em modelos
balanceados podem ser obtidos por meio do procedimento de Satterthwaite que
Identifica os estimadores desses CV como combinacdes lineares de Quadrados

Meédios.



Modelo Linear Misto

Tabela de ANOVA - Modelo Misto
Df Sum Sg Mean Sqg F value

Método (A:Fixo) 2 1695.63 847.82 FA: 847.82/27.75=30.55 <0.001~*
Instrutor (B:Aleatdrio) 4 190.57 47 .64 FB: 47.64/66.50= 0.72 0.5851
Método*Instrutor (AB:Aleat) 8 222.03 27.75 FAB: 27.75/66.50=0.42 0.9045
Residuals 45 2992.50 066.50
Médias por Método de Ensino Perfil de médias

1 2 3 =

72

61.20 70.95 73.55 68.57

70

am
68

Z'.:_.—_ A
=Y. £ =-737 t,=-626 |-
7,=-7,37 t,=2,02 %

N 27.75 . . ‘ . ‘ ‘
Var (#;)="——==1,388 t,=-7,37 t,=4,22
5*4 Index
Valor-p ajustado 1 2 3
Bonferroni 0.0007343535 0.2330218528 0.0086255918
FDR 0.0007343535 0.0776739509 0.0043127959

Concluséao sobre o efeito de Método de Ensino?



Modelo Linear Misto

Tabela de ANOVA - Modelo Misto

Df Sum Sg Mean Sqg F value
Método (A:Fixo) 2 1695.63 847.82 FA: 847.82/27.75=30.55 <0.001~*
Instrutor (B:Aleatdrio) 4 190.57 47 .64 FB: 47.64/66.50= 0.72 0.5851
Método*Instrutor (AB:Aleat) 8 222.03 27.75 FAB: 27.75/66.50=0.42 0.9045
Residuals 45 2992.50 066.50
., QMB-QM Res
2 = = 1,57 T
ra Nao significantes. Podem ser
., QMAB-QMRes 0 60 considerados nulos.

62 =QM Res =66.5




Modelos Lineares Mistos

Delineamentos com Dois Fatores

Expected Mean Squares for Balanced Two-Factor ANOVA Models.

Mean . Fixed ANOVA Model | | Random ANOVA Model: | Mixed ANOVA Model |
Square df . (Aand Bfixed) ! (Aand Brandom) | & (A fixed, B random)
i 2 | | o? ’
MSA a—1 | c'1r2+1':'hzmI . o? + nbo} + no, | :az+nbz + nog,
E a—1 ! “ ap vy a—1
| 2. Bf L L
MSB b-1 o4+ na— . 0%+ naof + nog, | o+ nag
MSAB N(b-1 o2 2 Z(aﬁ)ﬁ L2 2 2 2
—_— —_— ! o kv
MSE (n—NMab | o2 o2 | o?

__________________________________________________________________________________________________

n: namero de réplicas
Neter et al., 2005



Modelo Misto: Um Fator Fixo e Um Fator Aleatoério

Um nutricionista esta interessado no consumo de 5 tipos de Menus.
Restaurantes foram amostrados de um municipio e o consumo dos Menus
(nimero de pedidos) foi avaliado.

Tipo de Menu Tipo de Menu
e
Restaurante 1{ 2 3 4 5 Restaurante 1 2 3 4 5
1 M 13 10 18 15 5 14 16 13 22 16
2 20 28 1S 30 18 6 25 27 26 33 25
3 8 10 8 16 12 7 43 46 41 55 42
4 30 35 27 41 28 8 13 14 12 20 13

Considere a analise destes dados supondo que existe correlacdo entre pedidos
feitos em um mesmo restaurante.

Modelagem: Tipo de Menu como Fator Fixo e Restaurante como Fator Aleatorio.
Como fica definida a estrutura de correlacao entre as observagoes?
Qual é a diferenca dos modelos se Restaurante for assumido como Fator Bloco?



Modelo Linear Misto — Formulacao Matricial

Yik = H+T; Uy +Uyy + 6

erj:O,
Uy ~ N (0;07), Uy ~N (0505 ), 3 Uy =0
ex ~ N(0:02), Uy Luyy, Ley

(612+0122+062 =1
2 2 2 ol +o, izij=jk=k'
Vo = N (u+7 107 +08+07) Cov(yiviy) = ot-oh i#ij# k=K
0 k #k'
Ynxl = an pﬂpxl + anquqxl + en><l E (Y ) N Xﬁ

Cov(Y)=Z'AZ+X




Delineamento Fatorial 2x2 com r=2 replicas, fator A fixo e fator B aleatorio

i=1,2
j=1,2
k=1,2

Modelo Linear Misto — Formulacao Matricial

Yn><1 = anpﬁpxl

+ anquqxl + enxl

E(Y)=
Cov(Y)=Z'AZ +%

Xp

Y11
Yo11
Yi21
Yoo
Y110
Y10
Y122
Y22

Y8><1 =
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