
ESTABILIDADE PARA SISTEMAS LINEARES

O problema de estabilidade de equiĺıbrios pode ser estudado de
maneira completa no caso de sistemas autônomos lineares, ou seja,
sistemas do tipo:

(1)


ẋ1 = a11x1 + a12x2 + · · · a1nxn
ẋ2 = a11x1 + a12x2 + · · · a2nxn
· · ·
ẋn = a11x1 + a12x2 + · · · a2nxn

ou, em notação vetorial

(2) ẋ = Ax.

De fato, podemos provar o seguinte resultado sobre a estabilidade
do equiĺıbrio x = 0. ( no que segue, indicamos por ‖x‖ a norma
euclidiana de x ∈ Rn.)

Teorema 1. Se os autovalores de A têm todos parte real não
positiva e os autovalores com parte real nula são simples, então
a solução x = 0 de (2) é estável. Se os autovalores têm todos
parte real estritamente negativa, então a solução nula de (2)
é assintoticamente estável e existem constantes K > 0 e σ >
0, tal que a solução Φ(t, x0), com condição inicial x0, satisfaz:
‖Φ(t, x0)‖ ≤ Ke−σt||x0‖. (aqui ‖ · ‖ indica a norma euclidiana.)
Finalmente, se algum autovalor tem parte real positiva, então a
solução nula é instável.
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Para a prova vamos precisar de dois resultados auxiliares:

Lema 2. Se p(t) é um polinômio e λ é um número real, então,
para todo ε > 0, existe uma constante K > 0, tal que |p(t)eλt| ≤
Ke(λ+ε)t para t ≥ 0.

Lema 3. Se A = (a)ij é uma matriz n × n com coeficientes
complexos então, para todo x ∈ Rn, temos ‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖,

sendo ‖A‖ =
(∑

ij |aij|2
)1/2

a norma euclidiana de A.

Demonstração do Teorema 1: Seja v1,v2, · · ·vn uma base
do Rn formada por autovetores generalizados de A. Umas base do
espaço das soluções de (2) é dado por w1(t),w2(t), · · · ,wn(t), sendo
cada wi(t), da forma eλit

∑
j t
mijvj.

Seja Φ(t) = [w1,w2, · · · ,wn] a solução fundamental de (2) cujas
colunas são essas soluções. Então cada coeficiente da matriz Φ(t) é
da forma pi(t)e

λit.
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Para toda condição inicial x0 ∈ Rn, a solução do problema, com
condição inicial x0, será:

x(t) = Φ(t) · Φ−1(0)x0 =⇒ ‖x(t)‖ = ‖Φ(t)‖ · ‖Φ−1(0)‖ · ‖x0‖.
Se Re(λj) < δ, segue do Lema 2, que para todo coeficiente bij(t)

de Φ(t) teremos bij(t) ≤ Kije
δt. Em particular, se δ < 0 bij(t) vai

a zero exponencialmente. Se λ é autovalor simples e Re(λ) = 0,
teremos adicionalmente alguns coeficientes limitados por constantes
independentes de t.

Os resultados de estabilidade seguem então do Lema 3.

Se λ tem parte real positiva e v é autovetor associado então x(t) =
εeλtv é solução com condição inicial arbitrariamente próxima de zero,
cuja norma tende a +∞, quando t→∞. �

Observação 4. Na demonstração acima, vimos qeue os coe-
ficientes bij(t) de uma matriz fundamental Φ(t) do sistema 2
satisfazem a desigualdade |bij(t)| ≤ Kije

δt, sendo δ um número
real qualquer maior que a parte real do autovalor λi . Sendo
etA = Φ(t)Φ−1(0), o mesmo ocorre para etA. Em particular se
K = max{kij} e δ um número real qualquer maior que a parte
real de qualquer autovalor, teremos, usando o Lema 3

(3) ‖etA‖ ≤ Keδt.


