3.3 Geodésicas e constantes de movimento

Com a liberdade que ganhamos de adotar sistemas de coordenadas
arbitrarios =* — e, em particular, referenciais arbitrarios de onde ana-
lisar os fenomenos fisicos —, a primeira providéncia é obter as equacoes
hordrias 27 (2°) que representam linhas-de-mundo inerciais nessas coor-
denadas. Essas equacgoes hordrias, que sao extremamente simples em
coordenadas cartesianas inerciais (representando movimentos retilineos
e uniformes), podem assumir formas bastante complexas em coordena-
das arbitrarias. Uma maneira simples de convencer o(a) leitor(a) disso
é voltar para o plano euclidiano bidimensional e retratar, num diagrama
(r,0) € R% x[0,27) (de coordenadas polares) a “forma” de linhas retas
geométricas; vide Fig. 3.5.

Como vimos no ultimo exercicio da secao anterior, a 4-aceleracao
de uma linha-de-mundo com 4-velocidade u® é dada por a® = u*Vyu®.
Logo, as linhas retas, chamadas genericamente de geodésicas, sao as

curvas z*(A) cujo 4-vetor tangente tem componentes u* = dz*/d\
satisfazendo”
dut
WVt =0 & N + Fgﬁuauﬁ =0.

e Exercicio: Considere o espaco-tempo de Minkowski coberto com
coordenadas cilindricas inerciais {x*} = {(ct,r,0,2)}, cujo ele-
mento de linha associado é (cerifique-se de que vocé entende o
porqué)

ds? = —c2dt? + dr? + r2df? + d2°.
Nessas coordenadas, considere uma linha-de-mundo inercial dada

por z#()\). Usando a forma explicita da equacao da geodésica
nessas coordenadas, pede-se:

(a) Mostre que u* := dz/d\ = constante;

9Mais genericamente, uma geodésica apenas precisaria satisfazer u®Vyu® oc u®. Porém,
uma curva que satisfaz essa equagdo sempre pode ser reparametrizada de modo que o novo
vetor tangente satisfaca u®Vyu® = 0. Os pardmetros que fazem com que as geodésicas
satisfacam essa dltima equag@o sdo chamados de parametros afins — dos quais o tempo-
prdrpio é um exemplo (entenda o porqué).
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(a) (b)

Figura 3.5: (a) Plano euclidiano retratado privilegiando-se a estrutura
geométrica subjacente, de modo que linhas retas parecam retas. Representa-
mos, também, as linhas coordenadas do sistema polar {(r,0)} = R* x[0, 2m).
(b) Representagao do mesmo plano euclidiano, mas privilegiando as coor-
denadas polares. Nesse diagrama, as retas geométricas ficam distorcidas.
Se essas curvas representassem trajetorias de particulas livres, nessas co-
ordenadas teriamos que postular a existéncia de uma “forca ficticia” para
explicar, por exemplo, porque essas trajetorias parecem repelidas pela ori-
gem r = 0 — que é exatamente o papel do chamado “potencial centrifugo”,
comum quando analisamos problemas de mecanica (cldssica ou quantica)
em coordenadas polares, cilindricas ou esféricas.

(b) Mostre que r?u’ := r?df/d\ = constante;

(c) Mostre que
2

(u")? + 5= constante,

onde u” := dr/d\ e { := r?u? é a constante do item anterior.
Discuta como essa expressao pode ser usada para explicar o
comportamento das curvas da Fig. 3.5(b).

Como era de se esperar — por toda a discussao relacionada a lei
da inércia da Secao 1.3 —, a equacao da geodésica, em coordenadas
arbitrarias, é um conjunto de equacoes diferenciais acopladas de pri-
meira ordem nas componentes u*. Mas vimos, do exercicio acima, que
elas podem implicar em algumas leis de conservacao, pelas quais uma
ou mais funges F(u*) das componentes u* (sem envolver suas deri-
vadas) sao mantidas constantes ao longo da linha-de-mundo inercial.
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Essas constantes de movimento, quando existem, sao uteis, pois faci-
litam a tarefa de se encontrar as solucoes da equacao da geodésica,
dadas condigoes iniciais (a partir das quais os valores das constantes
de movimento sao determinados). No entanto, nem sempre a obtengao
dessas leis é imediata, pois envolve manipular as equacoes de movi-
mento de modo a obter dF(u*)/d\ = 0, para alguma func¢ao F. Seria
interessante, entao, se houvesse alguma “receita” geral que facilitasse a
identificacdo de ao menos alguma(s) dessas constantes de movimento.
Felizmente, uma “receita” dessas existe, pelo menos em algumas si-
tuacoes especiais, como veremos a seguir.

Suponha que exista um campo covetorial &, satisfazendo a seguinte
equacao diferencial, denominada equacao de Killing:

Vo&p + V&, = 0. (3.18)

Se um campo assim existir, note que a quantidade &,u® é uma constante
de movimento se u® satisfizer a equacao da geodésica, pois:

d
a(ﬁaua) = ubvb(gau“) = £u’Vu® + uubVipé, = 0

= {,u” = constante,

onde a dltima parcela da primeira linha acima se anula gracas a Eq. (3.18)
(certifique-se de que vocé entende o porqué). Sendo assim, a cada
campo covetorial satisfazendo a Eq. (3.18) — cujo campo 4-vetorial
associado, £ = ¢g?¢,, é denominado campo de Killing —, existe uma
quantidade conservada para o movimento inercial.

Resta, entao, a tarefa de encontrar os campos de Killing — ou
seja, resolver a Eq. (3.18) — para, entdo, se construir as constantes de
movimento. Num espago-tempo genérico essa tarefa pode ser bastante
complicada; ou pior: num espago-tempo genérico a Eq. (3.18) pode nao
ter nenhuma solucao. Felizmente, o espagco-tempo de Minkowski é um
exemplo de espago-tempo no qual a Eq. (3.18) possui o maior nimero
possivel de solugoes independentes (dez, no total). Mas sem entrar em
detalhes de quais sao essas solugoes, no momento, o exercicio a seguir
fornecerd um guia simples para encontrar algum(uns) desses campos de
Killing, uma vez conhecendo-se o elemento de linha nas coordenadas
em questao.

e Exercicio: Seja 2# um sistema de coordenadas arbitrario e seja g,
as componentes da métrica na base associada. Entao:

(a) Mostre que se nenhuma das componentes g,, depender de
uma das coordenadas, digamos z® — ou seja, Jagu, = 0
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para todos os possiveis valores de p e v —, entao o elemento
associado da base coordenada é um campo de Killing — ou
seja, £ = 02 satisfaz a Eq. (3.18);

(b) Com base no resultado acima e na forma do elemento de linha
em coordenadas cilindricas inerciais, dada no exercicio ante-
rior, reobtenha as trés constantes de movimento encontradas
no exercicio anterior.
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® Seja {(c7,¢?)} um sistema de coordenadas cartesiano uniforme-
mente acelerado e seja v* a 4-velocidade de uma particula livre.

(a) Mostre, abrindo explicitamente a equagao da geodésica em
componentes, que a componente vy do covetor v, = gabvb, na
base coordenada associada a {(c7,(?)}, é uma constante de

movimento da particula livre.

Agora, considere o campo 4-vetorial £% cujas componentes nessas
coordenadas sao " = (1,0,0,0) (ou seja, £* = 0F).
(b) Mostre que V&, + V&, = 0;

(c) Reobtenha o resultado do item (a) apenas analisando a equa-
cao que &%, satisfaz;

(d) Seguindo a mesma estratégia dos itens (b) e (c), tente en-
contrar mais duas constantes de movimento para a particula
livre.
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