1 Vetores Aleatdrios Discretos

1.1 Distribuicao Conjunta de Probabilidade

Modelos probabilisticos geralmente envolvem varias varidveis aleatérias. Aqui vamos nos concentrar
no estudo de um par de varidveis aleatdrias, nao se esquecendo que os resultados obtidos para o caso
bidimensional podem ser estendidos facilmente a um conjunto finito de varidveis aleatdrias. A seguir

temos a definicao de vetor aleatério bidimensional.

Definigao 1.1 Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias. Chamamos (X,Y) de vetor aleatdrio bidimensi-

onal, que serd discreto se X eY forem varidveis aleatdrias discretas.

Exemplo 1.1 No contexto de diagndstico médico, os resultados de diversos exames sao significativos para
o profissional médico descobrir que doenca acomete seu paciente.
Digamos que um paciente procure um médico com sintomas de cansago e tontura. O médico pede um

exame de sangue para verificar anemia e diabetes. Definamos:

¥ — , se o paciente tiver anemia
0, caso contrdrio

v 1, se o paciente tiver diabetes
0, caso contrdrio

Nesse caso o par (X,Y) € uma vetor aleatdrio bidimensional.

Um vetor aleatdrio analogamente a uma varidvel aleatdria unidimensional sé fica determinado quando
além de seus valores, mais precisamente as n-uplas assumidas, também sao conhecidas as probabilidades
com que essas n-uplas sao assumidas. A definicao de distribuicdo de probabilidade apresentada para uma

v.a unidimensional pode ser estendida de maneira natural para uma vetor aleatorio.

Definicao 1.2 (Distribuicdo de Probabilidade Conjunta).
Seja (X,Y) um vetor aleatdrio discreto, onde X assume os valores x1,xs,...,x, e Y assume os valores

Y1,Y2,---,Ym- A cada par ordenado (x;,y;) associaremos uma probabilidade

PH{X =z} n{Y =y;}) =P(X =2;,Y = y;),
satisfazendo:

LP(X =Y =y;) >0, ¥ i, j;

n m

2. ZZP(X:xi,Y:yj)zl.

i=1 j=1
O conjunto de valores P(X = x;,Y =y;), 1 <i<n, 1 <j<m forma a distribuicio conjunta do vetor
aleatério discreto (X,Y). Esses valores sao normalmente apresentados em forma de tabela, tal como

veremos nos exemplos abaizxo.

Agora, considerando o exemplo 1.1, conseguimos responder algumas perguntas como: a pessoa pode ter

as duas doengas?



Nesse caso os eventos de interesse sdo: {X = 1} e {Y = 1}. Em palavras, queremos saber qual é
a probabilidade da pessoa apresentar as duas doencas. Por meio da distribuicao conjunta conseguimos

encontrar essas probabilidades, ou seja, calculamos
PU{X =1}n{Y =1} =P(X =1,Y =1).

Isto é, obtemos com que probabilidade X e Y assumem conjuntamente (a0 mesmo tempo) seus diversos

valores. Podemos representar a distribuicao conjunta usando uma tabela, como segue abaixo.

Y=0|PX=0Y=1)|PX=1Y=0)
Y=1|PX=0Y=1) |PX=1Y=0)

O préximo exemplo foi retirado do livro de Bussab e Morettin (2002).

Exemplo 1.2 Suponha que estejamos interessados em estudar familias compostas por 3 criancas. Defi-

namos:

X = numero de meninos

v — 1, se o 1° filho for homem
B 0, se o 1° filho for mulher

Z = numero de vezes em que houve variagdo do sexo entre um nascimento e outro, dentro da mesma

familia.

Com essas informagoes, e supondo que cada composisao tenha a mesma probabilidade, obtemos na
tabela abaizo a probabilidade de cada evento possivel, onde H e M representam se o filho € homem ou

mulher, respectivamente:

elementos de ) | Probabilidade | X | Y | Z
HHH 1/8 3|1 110
HHM 1/8 2111
HMH 1/8 2|12
MHH 1/8 2101
HMM 1/8 11111
MHM 1/8 1102
MMH 1/8 1101
MMM 1/8 01010

Obtidos esses resultados podemos determinar qual € a distribuicdo conjunta do vetor aleatdrio (X,Y). Por

exemplo,

P(X =2,Y =1) P({HHM,HMH?})
P({HHMY}) +P({HMH})

1/8+1/8=2/8

Seguindo esse mesmo procedimento para os demais pares ordenados assumidos por (X,Y), encontramos

sua distribuicdo conjunta:



X=0[x=1]Xx=2]Xx=3
v=0| 1/8 | 2/8 | 1/8 0
y=1| o0 1/8 | 2/8 | 1/8

Fica a cargo do leitor encontrar a distribui¢ao conjunta do vetor (X,Z) e (Y, Z).

2 Distribuicoes Marginais

Consideramos anteriormente uma varidvel aleatéria bidimensional (X,Y’), onde X assume os valores
Z1,%2,...,%, € Y assume os valores yi,¥2,...,Ym. Seja P(X = 2;,Y = y;), para i = 1,2,...,n e
j =1,2,...,m a distribuigdo conjunta de (X,Y). Uma vez que tenhamos a distribuicdo de massa de
probabilidade conjunta, podemos recuperar as distribui¢oes de probabilidade de X e Y.

Vamos comegar calculando a distribuicao de probabilidade de X. Para isso, vamos usar o fato de uma
varidvel aleatdria determinar uma particdo de €2. A varidvel aleatéria Y divide 2 em m subconjuntos

(eventos):
{Y = yl}’ {Y = yQ}v {Y = y3}7 T >{Y = ym}a

que sao disjuntos, e cuja uniao resulta em w. Como vimos no Capitulo 1, essas caracteristicas definem
uma particdo de 2, com a qual podemos decompor quaisquer outros eventos de (2, na unido de eventos

disjuntos. Podemos, entédo, reescrever o evento {X = z;}, como segue abaixo:
K=z} =({X =20 {Y =y hU({X =2} 0 {Y = 42}) - U({X =2} 0 {Y =yn}).
Aplicando-se a funcao de probabilidade em ambos aos lados temos:
P(X =) = B(({X = 2} 0 {Y =pn}) U (X =2} 0 {Y =10)) - U ({X = 23} 0 {Y = ).
Como os eventos sao disjuntos, usamos o Axioma 3:
P(X =) =P{X =2} {Y =y }) + P{X =2} N {Y =2}) + - + P{X =2} N {Y =y }),
que podemos reescrever usando a notacao mais concisa:
PX=2,)=PX=z;,Y=9p1)+P(X =2, Y =y2)+- -+ P(X =2, Y = ypm)-

Portanto, a distribuicao de probabilidade de X é obtida calculando-se para i =1,2,...,n

m

Z]P’ =z;,Y =y,).

Ela é denominada distribuicao marginal de X.

A distribuicao marginal de Y é calculada de modo andlogo. Entao para j = 1,2,...,m, temos que

P(Y =y;) ZIE” =a;,Y = yj).

Exemplo 2.1 Seja (X,Y) um vetor aleatdrio discreto. A distribui¢io conjunta de X eY € dada pela

tabela a sequir. Determine as suas distribuicoes marginais.



X=1|x=2|Xx=3
Yy=1] o0 1/5 0
y=2| 1/5 1/5 1/5
Yy=3] 0 1/5 0

Primeiramente vamos calcular a distribuicao marginal de X :

1 1
IP’(X:1):Z]P’(X:l,Y:j):IP’(X:1,Y:1)+IP(X:1,Y:2)+IP(X:1,Y:3):0+g+0:5
j=1
> 3
IP’(X:Z):Z]P’(X:Q,Y:y):P(X:Z,Yzl)—HP’(X:2,Y:2)+IE”(X:2,Y:3):7+7+f:5
j=1
> 1
IP’(X:3):Z]P’(X:Z},Y:j):IP’(X:3,Y:1)+]P’(X 3,Y:2)+IP’(X:3,Y:3):0+*+0:5
j=1
Agora de forma andloga obtemos a distribuicdo marginal de Y :
> 1 1
IP’(Y:1):ZIP’(X:Z,Y:D:IP’(X:1,Y:1)+]P’(X:2,Y:1)+]P’(X:3,Y:1):0+5+0:5
=1
3 1 1.1 3
PY =2)= PX=iY=2)=PX=1Y=2)4P(X =2,Y =2)4P(X =3, Y =2) = —+—+- =
( );( i, Y =2)=P(X =1,Y = 2)+F( )+( )=+t =:
> 1 1
PY=3)=) P(X=i¥=3)=P(X=1Y=3+P(X =2V =3)+P(X =3V =3) =0+ - +0 =
i=1

3 Distribuicoes Condicionais

Quando trabalhamos com vetores aleatérios, é conveniente calcular proporcoes em relagao a uma linha
ou coluna da tabela de distribuicao conjunta, e nao em relagao ao total. Assim, considerando novamente
o exemplo 1.2, qual seria a distribuicao do ntimero de meninos, sabendo-se que o primeiro filho é do sexo
masculino? Ou seja, queremos calcular a probabilidade P({X = z}{Y =1}) = P(X =z|]Y =1). A
partir da definigdo de probabilidade condicional, obtemos

P{X =z2}n{Y =1}) PX=2Y=1)

P(X =z]Y =1) = BV = 1J] =S =D ,r=0,1,2,3.

Usamos px|y (z,y) para denotar a probabilidade condicional dos valores de X dado um valor de Y.

De forma geral podemos definir a distribui¢ao condicional de duas varidveis aleatérias da seguinte forma:

Definicao 3.1 Seja (X,Y) um vetor aleatdrio discreto. A probabilidade condicional de {X = x}, dado

que {Y =y} ocorreu, € dada pela expressio:

pxy(z,y) =P(X =z|]Y =y) =



Definimos a probabilidade condicional de Y =y, dado que X = x ocorreu, da mesma forma. Logo temos
que
PX =2Y =y)

P(X =x)

As mesmas condigoes impostas a P(Y = y) para o cdlculo de P(X = z|Y = y) sdo transferidas a P(X = x)

pyix(y,2) = P(Y = y|X = z) =

para determinar P(Y = y| X = x).
A seguir temos outro exemplo retirado de Bussab e Morettin (2002).

Exemplo 3.1 Num estudo de rotatividade de mao-de-obra, foram definidas para certa populagao de tra-

balhadores as varidveis aleatorias:
e X = numero de empregos que um funciondrio teve ao mesmo tempo no ultimo ano
e Y = saldrio

Obteve-se a sequinte distribui¢do conjunta:

X=1]X=2[X=3]x=4
Y =80 | 0 0 0.10 | 0.10
Y =1200 | 0.05 | 005 | 010 | 0.10
Y =2000 | 005 | 020 | 0.05 0

Y =5000 | 0.10 | 0.05 | 0.05 0

A partir dessas informagoes queremos estudar a distribuicao do niumero de empregos de cada trabalhador
no ultimo ano, dado que o sdlario foi de 5000 reais, isto €, queremos estudar a distribuicdo de probabilidade
de X dado que {Y = 5000 }:

P(X = z,Y = 5000)
P(Y = 5000)

P(X = z|Y = 5000) =

Da dltima linha da tabela obtemos as probabilidades conjuntas de interesse, P(X = 1,Y = 5000),P(X =
2,Y = 5000),P(X = 3,Y = 5000) e P(X =4,Y = 5000). Dividindo-se essas probabilidades por P(Y
5000), que estd na margem da tabela, obtemos a probabilidade condicional P(X = x|Y = 5000):

P(X =1,Y =5000) 010 1

1,5000) = _ 0101
pxiy (1,5000) P(Y = 5000) 020 2

—_

P(X =2,Y =5000) 0.05
9 — - - -
pxy (2,5000) P(Y = 5000) 020 4

P(X =3,Y =5000) 0.05 1
3,5000) = T
pxiy (3,5000) P(Y = 5000) 020 4

P(X =4,Y =5000) 0

= =0
P(Y = 5000) 0.20

px|y (4,5000) =

Os resultados obtidos podem ser verificados de forma simplificada, na tabela abaizo:

X [ 1] 2] 34
pxy | 1/2 ] 174 1/4 |0

Por meio da amostra escolhida, conclui-se que metade das pessoas que possuem saldrios de 5000 reais, so

tiveram um emprego e a outra metade € representada por pessoas que tiveram 2 ou 3 empregos.



Considere a distribuicao condicional de X, dado que Y = 5000, apresentada no exemplo 3.1. Podemos

calcular a média dessa distribuicao, a saber
E(X|Y =5000) = 1(1/2) +2(1/4) + 3(1/4) + 4(0).

De modo geral, dada a probabilidade condicional P(X|Y = y), podemos calcular a esperanga de X dada

essa nova distribuicao de probabilidade. Apresentamos isso na seguinte definigao:

Definigao 3.2 A esperanca de X, dado que Y =y, é definida por
E(X]Y =y) Zmz X =z|Y =y).

Uma definicao andloga vale para E(Y|X = x).

4 Independéncia

Intuitivamente a independéncia de X em relagao a Y significa: ”seja qual for o valor que Y assuma, isso
nao influencia no fato de X assumir quaisquer de seus valores ”
Os conceitos envolvidos na independéncia de varidveis aleatérias sdo os mesmos ji vistos para eventos

independentes.
Definicao 4.1 Dizemos que duas varidveis aleatorias X e Y sao independentes se

PX=2Y=y)

P(X =z|Y =y) = P =)

para todo x € Ix ey € Iy. O que implica em:

P(X =2,Y =y) =P(X =) -P(Y = y) = px(2) - pv (),
para todo x € Ix ey € Iy.
Observagoes:

1. a defini¢do acima é equivalente a dizer que os eventos {X = z} e {Y = y} sdo independentes para
todoxz € Ix e todo y € Iy.

X,y (7,y)
Py (y)

= px(x) para todo y com py (y) > 0 e todo z.

2. relembrando que pxy(z|y) = . Entao quando X e Y forem independentes temos que

px(z) py (y)

pX\Y(x|y) = py(y)

Exemplo 4.1 Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias, cuja distribuicao conjunta € dada por

r+y
PX,Y(%ZJ) = Ta T = 172a3 ey = 132
Vamos determinar se X e Y sao independentes.
Temos que verificar se pxy(z,y) = px(x). py(y). O primeiro passo é encontrar as distribui¢ées
marginais px (x), para x = 1,2,3 e py (y), para y = 1,2:

Zm+y z+1 2x+3

* rx(z pryxy 21 21 21



3
T+ 1+ 2+ 3+ 6+ 3
Z Yy y+ Z/+ Yy _ Y

« pv(y) =) pxy(ey) = 21 21 21 21 21

r=1
Encontrado as distribuicoes marginais de X e Y, podemos substituir valores para verificar se a igualdade
acima € satisfeita, pois se existir pelo menos um par (z,y), tal que pxy (x,y) # px(X)py (y), X e Y ndo
serdo independentes.

Entao, testando para x =1 e y = 1, temos que:

45

pxy(1,1) = % #px(Dpy (1) = 57+

Portanto, as varidveis aleatorias X eY ndo sdo independentes.

A independéncia de varidveis aleatdrias implica também em outros resultados, um deles é mostrado na

definicao abaixo.
Lema 4.1 Se X eY forem varidveis aleatdrias independentes, entdo
E(XY) =EX)E(Y).

A demonstracao deste lema é vista facilmente:
Suponhamos que a distribuicao conjunta de (X,Y), seja dada por px y(x;,y;), parai=1,2,...,ne
j=1,2,...,m, entao:

E(XY)

n m
szlyi px,y (i, Y5) ZZ 2y px (zi)py (Y5)

=1 j=1

= in px (i) Zyj py () = E(X)E(Y).

5 Covariancia

1 Seja (X,Y) um vetor aleatério discreto. Vimos até aqui que as esperancas de X e Y nos fornecem
uma medida de posicao das respectivas distribuigoes nos respectivos eixos da coordenada do plano. E as
variancias de X e de Y dao uma medida da dispersao dos valores de cada varidvel aleatoria em torno das
respectivas médias E(X) e E(Y).

A covariancia, que definiremos a seguir, fornece a medida de dispersdo dos valores das varidveis
aleatdrias (X,Y") em relagio ao ponto (E(X),E(Y)).

Definicao 5.1 Seja (X,Y) um vetor aleatério. A covariincia entre X eY € definida por
Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(V))]

Em palavras, a covariancia de X e Y é o valor médio do produto dos desvios dos valores de cada uma das

duas varidveis aleatérias em relagao a suas médias. Isso implica que,
e Cov(X,Y)>0:X eV sdo positivamente correlacionadas
e Cov(X,Y) <0:X eV slo negativamente correlacionadas

e Cov(X,Y)=0:X eV ndo sao correlacionadas

1Seguindo Dantas [?]



A férmula da covaridncia pode ser escrita de uma forma mais simples. Note que

Cov(X,Y) E[XY — XE(Y) — YE(X) + E(X)E(Y)]

= E(XY)-E(X)EY) - E(Y)E(X) + E(X)E(Y)

ou seja,
Cov(X,Y)=E(XY) - E(X)E(Y).

Quando escrevemos a féormula da covariancia dessa maneira, fica facil entender o proximo resultado.
Lema 5.1 Se X e Y forem varidveis aleatdrias independentes, temos que a Cov(X,Y) = 0.

Em palavras, se X e Y forem independentes, entdo elas serdao nao-correlacionadas. Agora sabendo que X
e Y sao independentes, a esperanga do produtos das varidveis é igual ao produto das esperancas, o que
torna a demonstracao do lema imediata.

A reciproca desse lema nao é verdadeira, ou seja, se tivermos Cov(X,Y’) = 0 isso ndo implica que X

e Y sejam independentes.

6 Exercicios

Os Exercicios 1 e 2 sao mais simples e diretos. Devem ser resolvidos para testar o entendi-

mento dos conceitos.

1. Sejam X (valores na primeira linha) e Y (valores na primeira coluna) varidveis aleatérias com a

seguinte distribuicao conjunta de probabilidades:

Y/ X 1 2 3
1 2/36 2/36 3/36
2 1/36 10/36 3/36
3 4/36  5/36 6/36

) Encontre as distribuigbes marginais de X e Y.

) X eY sao independentes?

) Calcule E(X), E(Y), Var(X), Var(Y).

) Encontre a distribuigao condicional de X dado Y = 2.
(e) Calcule E(X]Y =2).
(f) Calcule E(X +Y).

) Calcule Var(X +7Y).

) Calcule Cov(X,Y).



2. Sejam X e Y varidveis aleatorias com a seguinte distribuicao conjunta de probabilidades:

Y/X 0 1 2 3
1 1/8 1/16 3/16 1/8
2 1/16 1/16 1/8 1/4

Encontre as distribui¢oes marginais de X e Y.

X e Y sao independentes?

Calcule E(X), E(Y), Var(X), Var(Y).

Encontre a distribuigao condicional de Y dado X = 3.
Calcule E(Y|X = 3).

Calcule E(X +Y).

Calcule Var(X +Y).

Calcule Cov(X,Y).

Exercicios de dificuldade média. Devem ser resolvidos para conseguirem resolver o
préximo grupo de exercicios, e também por que estao no nivel que sera pedido em

parte das provinhas.

3. Langam-se uma moeda e um dado honestos. Seja X a v.a. que conta o nimero de caras obtidas, e

seja Y o numero de vezes que sai a face 1 do dado.

(a

) Exiba o espago amostral.
(b) Exiba todos os pares ordenados que o vetor (X,Y’) assume.
)

c¢) Monte a tabela da distribuigao conjunta de X e Y.

(
(d

) Encontre a distribuigao de X.
(e) Calcule a E(X) e a Var(X).
(f) Encontre a distribuigéo de Y.
(g) Calcule a E(Y) e a Var(Y).
(h)

(i) Calcule Cov(X,Y).

X e Y sao independentes? (justifique sua resposta)

4. Considere uma urna com trés bolas brancas e duas vermelhas. Retiram-se duas bolas da urna, uma
apods a outra, sem reposicao. Defina a v.a X igual a 1 se a primeira bola retirada for branca, e igual
a 0 se esta for vermelha. Analogamente, defina Y igual a 1 se a segunda bola for branca, e 0 se for

vermelha.

a) Exiba o espago amostral.

(
(b
(c

(d) Encontre a distribuicao de X.

Exiba todos os pares ordenados que o vetor (X,Y") assume.

Encontre a distribuicao conjunta de X e Y e a exiba em uma tabela.

)
)
)
)



(e) Calcule a E(X) e a Var(X).
(f) Encontre a distribuigéo de Y.
(g) Calcule a E(Y) e a Var(Y).
(h

(i) Calcule Cov(X,Y).

)
)

X e Y sao independentes? (justifique sua resposta)

Exercicios mais desafiadores. Devem ser resolvidos pois estarao no nivel de parte das

provinhas.

. Considere trés moedas distintas. Para a moeda 1, a probabilidade de sair cara é 0.6. Para a moeda
2, a probabilidade de sair cara é 0.2. Para a moeda 3, a probabilidade de sair cara é 0.4. A moeda
1 é lancada. Seja X a varidvel aleatéria que assume 1 se saiu cara e 0 se saiu coroa. Agora, se saiu
cara, lance a moeda 2, e se saiu coroa, lance a moeda 3. Seja Z a variavel aleatdria que assume 1 se

saiu cara nesse segundo lancamento e 0 se saiu coroa. Encontre:

(a) as distribuigoes condicionais de probabilidade da varidvel aleatéria Z dado a varidvel aleatéria
X.

(b) a partir das distribuigoes condicionais de Z dado X, encontre a distribuigdo de probabilidade
de Z.

(¢) a distribuicdo de probabilidade conjunta de X e Z.

(d) aE(Z|X =0).

. Considere um dado honesto de 6 faces. Sejam X a varidvel aleatéria que assume o resultado de um
langamento e Y a v.a que assume o numero de caras do lancamento de X moedas honestas.

a) Encontre as distribui¢ées condicionais de Y dado X.

b) A partir do item a) encontre a distribui¢ao conjunta de X e Y.

c) A partir do item a) encontre a distribuigdo marginal de Y.
Dica: observe que a distribuicao marginal de X esta implicitamente dada no enunciado.

. Dois dados honestos sao lancados. Seja U a varidvel aleatéria que assume o valor minimo dos
lancamentos. E seja V' a varidvel aleatéria que assume o valor maximo dos langamentos.

a) Encontre a distribui¢do conjunta de U e V.

b) Encontre as distribuigoes condicionais de U e V.

¢) A partir dos resultados obtidos no item b), encontre a distribui¢ao de U, supondo que vocé saiba

a distribuicao marginal de V.
d) Encontre as esperancas condicionais de U dado V.

e) A partir dos resultados obtidos em d) e supondo que a distribui¢do marginal de V' seja conhecida,
encontre E(U).

10



8. Seja o espago de probabilidade (2, F,P), e considere A e B dois eventos independentes, a partir dos

quais definimos as seguintes varidveis aleatorias.

1, sewe€A,
La(w) =

0, sew¢A.

1, sewe€ B,
Ip(w) =

0, sew¢B.

(a) Encontre a distribui¢ao de probabilidade conjunta do vetor aleatério (I4,Ip) em funcao de
P(A) e P(B).

(b) Encontre também a distribuicao condicional de probabilidade px/y (x|y).

9. Considere uma urna com 3 bolas numeradas de 2 a 4. Uma bola é escolhida aleatoriamente. Seja
X a variavel aleatdria que assume o nimero impresso na bola. Agora, considere um dado honesto
que é langado X vezes. Seja Y a variavel aleatéria que assume o ntimero de vezes que sai o nimero

4. Encontre:

(a) as distribuigbes condicionais de Y dado X.

(b) a distribui¢ao conjunta de probabilidade de X e Y.
10. Seja (X,Y) um vetor aleatério bidimensional, mostre que

a) Var(X+Y)=Var(X)+Var(Y)+ 2Cov(X,Y).
b) Var(X - Y)=Var(X)+Var(Y) - 2Cov(X,Y).
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