
onde usamos τ̃ para o tempo-próprio ao longo da linha-de-mundo em
questão para discerni-la da coordenada τ (que, lembremos, é o tempo-
próprio dos observadores parados em ζ1 = 0). A relação entre τ̃ e τ ,
além de já ter sido obtida em mais de uma ocasião na Subeção 2.2.1,
pode ser extráıda do elemento-de-linha dado pela Eq. (3.12) lembrando
que dτ̃ 2 = −ds2/c2 ao longo da linha-de-mundo dada, o que, neste caso
(dζj = 0), leva a dτ̃ = (1 + a0ζ

1/c2)dτ e, portanto,

uµ =
(c, 0, 0, 0)

1 + a0ζ1/c2
.

• Exerćıcio: Reobtenha a expressão acima para uµ aplicando a condição
de normalização para a 4-velocidade, uau

a = −c2.

Uma vez determinadas as componentes uµ da 4-velocidade ua = uµ∂aµ,
podemos querer calcular a 4-aceleração associada, aa = dua/dτ̃ . Sa-
bemos que a 4-velocidade calculada acima representa uma linha-de-
mundo uniformemente acelerada. Porém, note que as componentes uµ

obtidas são constantes e, portanto, duµ/dτ̃ = 0. Sendo assim, as com-
ponentes aµ da 4-aceleração não podem ser simplemente dadas pela
derivada das componentes da 4-velocidade:

aµ 6= duµ

dτ̃
.

Veremos, a seguir, a razão disso e como obter aµ corretamente a partir
de uµ.

3.2 Śımbolo de Christoffel e derivada covariante

A estrutura afim de M (que permitiu identificar todos os espaços tan-
gentes, Vp = V) torna bem posta a tarefa de comparar 4-vetores em
eventos diferentes, como já v́ınhamos fazendo. Fixada uma base (qual-
quer) de V, essa tarefa se resume a comparar as componentes dos 4-
vetores. No entanto, agora que introduzimos sistemas de coordenadas
e bases coordenadas, estas últimas podendo variar ponto a ponto, com-
parar apenas as componentes de 4-vetores em eventos diferentes não
basta para sabermos a relação entre eles; temos que saber, também,
como as bases nesses eventos se relacionam. Em particular, o mesmo
vale quando os eventos são arbitrariamente próximos e, por isso, cal-
cular derivadas de 4-vetores (e de tensores, em geral) não se resume a
calcular as derivadas de suas componentes.

Consideremos um campo 4-vetorial ua definido em M — ou seja,
ua : M→ V — e seja xµ(λ) as coordenadas de uma curva qualquer em
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M, com 4-vetor tangente va = (dxµ/dλ)∂aµ =: vµ∂aµ. A taxa com que
ua varia ao longo da curva é dada por

dua

dλ
=

d

dλ

(
uµ∂aµ

)
=
duµ

dλ
∂aµ + uµ

d

dλ

(
∂aµ
)

=
dxν

dλ

[
∂νu

µ ∂aµ + uµ ∂ν(∂
a
µ)
]
.

Vemos da expressão acima que, para completar o cálculo, precisamos
saber como os elementos da base coordenada variam ao longo das curvas
coordenadas. Vamos codificar essa informação nos chamados śımbolos
de Christoffel Γαµν , definidos através de

∂ν(∂
a
µ) :=

∂2sa

∂xν∂xµ
=: Γαµν∂

a
α. (3.13)

Em palavras, Γαµν é a α-ésima componente do 4-vetor que fornece a
taxa de variação do µ-ésimo elemento da base coordenada na direção
da ν-ésima curva coordenada.

• Exerćıcio: Usando a definição dada pela Eq. (3.13) e as Eqs. (3.9–
3.11), calcule todos os coeficientes Γαµν não nulos associados às
coordenadas cartesianas uniformemente aceleradas.

Substituindo a Eq. (3.13) na manipulação mais acima, temos:

dua

dλ
= vα

(
∂αu

µ + Γµαβ u
β
)
∂aµ

= (vσ∂bσ)
[(
∂αu

µ + Γµαβ u
β
)
dxαb ∂

a
µ

]
=: vb∇bu

a, (3.14)

onde ∇bu
a é um tensor de posto (1, 1) definido pela igualdade acima,

válida para qualquer va.8 Na verdade, o procedimento acima pode ser
estendido para qualquer campo tensorial de posto (m,n), de modo a
definir o operador derivada covariante ∇a, que mapeia campos tenso-
riais T a1...amb1...bn

de posto (m,n) em campos tensoriais ∇cT
a1...am
b1...bn

de posto
(m,n+ 1), por

d

dλ
T a1...amb1...bn

=: vc∇cT
a1...am
b1...bn

, (3.15)

válido para qualquer va = (dxµ/dλ)∂aµ. Os exerćıcios abaixo levarão à
forma expĺıcita da atuação de ∇a em termos de componentes.

8É comum se usar ∂a — com ı́ndice abstrato, ao invés de concreto — para denotar
o que aqui denotamos por ∇a. Mas nossa intenção aqui é evitar confusões, como a de
se achar que as componentes de ∂bu

a seriam dadas apenas por ∂νu
µ. Por outro lado, a

motivação das referências que usam ∂a é deixar claro que esse operador é o único operador
de derivação compat́ıvel com a estrutura afim de M — ou, equivalentemente, com a métrica
de Minkowski — e, portanto, é o mesmo operador que em coordenadas cartesianas inerciais
é dado por ∂µ, mas expresso em coordenadas genéricas. Essas mesmas referências reservam
a notação ∇a para operadores de derivação associadas a métricas mais gerais.
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• Exerćıcio: A partir da Eq. (3.13) e da definição de base dual, mostre
que

∂ν(dxµa) = −Γµσνdxσa .

• Exerćıcio: A partir da definição dada pela Eq. (3.15) e do resultado
do exerćıcio anterior, mostre que as componentes de∇cT

a1...am
b1...bn

são
dadas por

∇σT
α1...αm
β1...βn

:= ∂σT
α1...αm
β1...βn

+ Γα1
ρσ T

ρ...αm
β1...βn

+ ...+ Γαmρσ T
α1...ρ
β1...βn

−Γρβ1σ T
α1...αm
ρ...βn

− ...− Γρβnσ T
α1...αm
β1...ρ

. (3.16)

Num exerćıcio anterior, vimos como utilizar a definição dada pela
Eq. (3.13) para calcular os śımbolos de Christoffel. Outra maneira —
certamente, a mais utilizada — é dada pelo exerćıcio a seguir:

• Exerćıcio: Lembrando que se as componentes de um tensor são nu-
las em uma base, então são nulas em qualquer base — pois o
tensor é nulo —, pede-se:

(a) Mostre que ∇cgab = 0; (Sugestão: mostre isso em coordena-
das cartesianas inerciais.)

(b) Usando o resultado do item anterior e a Eq. (3.16), mostre
que num sistema de coordenadas arbitrário, tem-se

Γαµν =
1

2
gαβ (∂µgνβ + ∂νgβµ − ∂βgµν) ; (3.17)

(c) Reobtenha os śımbolos de Christoffel não nulos associados
às coordenadas cartesianas uniformemente aceleradas, mas
agora usando o resultado do item anterior e o elemento de
linha dado pela Eq. (3.12).

Agora que sabemos como obter derivadas de tensores a partir de
suas componentes em coordenadas arbitrárias, podemos voltar à ques-
tão que colocamos no final da seção anterior:

• Exerćıcio: Sendo uµ as componentes da 4-velocidade de observado-
res parados nas coordenadas cartesianas uniformemente acelera-
das, obtidas na seção anterior, pede-se:

(a) Calcule as componentes da 4-aceleração aa = dua/dτ̃ =
ub∇bu

a na respectiva base coordenada;

(b) Calcule a aceleração própria associada.
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Com a noção de derivada covariante e sua expressão em termos da
Eq. (3.16) e da Eq. (3.17), finalmente nos libertamos de fazer menção
expĺıcita constante à estrutura afim de M — ou, fisicamente, a famı́lias
de observadores inerciais. Dado um sistema de coordenadas genérico
(que pode ou não estar associado a uma famı́lia de observadores), tudo
que precisamos é do elemento de linha expresso nessas coordenadas.

3.3 Geodésicas e constantes de movimento

Com a liberdade que ganhamos de adotar sistemas de coordenadas
arbitrários xµ — e, em particular, referenciais arbitrários de onde ana-
lisar os fenômenos f́ısicos —, a primeira providência é obter as equações
horárias xj(x0) que representam linhas-de-mundo inerciais nessas coor-
denadas. Essas equações horárias, que são extremamente simples em
coordenadas cartesianas inerciais (representando movimentos retiĺıneos
e uniformes), podem assumir formas bastante complexas em coordena-
das arbitrárias. Uma maneira simples de convencer o(a) leitor(a) disso
é voltar para o plano euclidiano bidimensional e retratar, num diagrama
(r, θ) ∈ R∗+× [0, 2π) (de coordenadas polares) a “forma” de linhas retas
geométricas; vide Fig. 3.5.

Como vimos no último exerćıcio da seção anterior, a 4-aceleração
de uma linha-de-mundo com 4-velocidade ua é dada por aa = ub∇bu

a.
Logo, as linhas retas, chamadas genericamente de geodésicas, são as
curvas xµ(λ) cujo 4-vetor tangente tem componentes uµ = dxµ/dλ
satisfazendo9

ub∇bu
a = 0⇔ duµ

dλ
+ Γµαβu

αuβ = 0.

• Exerćıcio: Considere o espaço-tempo de Minkowski coberto com
coordenadas ciĺındricas inerciais {xµ} := {(ct, r, θ, z)}, cujo ele-
mento de linha associado é (cerifique-se de que você entende o
porquê)

ds2 = −c2dt2 + dr2 + r2dθ2 + dz2.

Nessas coordenadas, considere uma linha-de-mundo inercial dada
por xµ(λ). Usando a forma expĺıcita da equação da geodésica
nessas coordenadas, pede-se:

(a) Mostre que uz := dz/dλ = constante;

9Mais genericamente, uma geodésica apenas precisaria satisfazer ub∇bua ∝ ua. Porém,
uma curva que satisfaz essa equação sempre pode ser reparametrizada de modo que o novo
vetor tangente satisfaça ub∇bua = 0. Os parâmetros que fazem com que as geodésicas
satisfaçam essa última equação são chamados de parâmetros afins — dos quais o tempo-
prórpio é um exemplo (entenda o porquê).
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(b) Calcule as componentes uµ (na base coordenada associada)
da 4-velocidade de um observador “parado” em (r′0, θ

′
0, z
′
0);

(c) Calcule as componentes aµ da 4-aceleração do mesmo obser-
vador do item anterior;

(d) Calcule a aceleração própria do observador dos itens anteri-
ores;

(e) Resolva a equação da geodésica nessas coordenadas para uma
geodésica com r′ = constante e interprete fisicamente o re-
sultado.

¯ Numa tentativa de construir um sistema de coordenadas carte-
siano acelerado o mais análogo posśıvel ao sistema cartesiano
inercial, um aluno optou por substituir a coordenada τ — que
representa o tempo f́ısico apenas dos observadores em ζ1 = 0
— pela coordenada τ̃ := (1 + a0ζ

1/c2)τ — que é o tempo f́ısico
de cada observador parado nesse sistema de coordenadas. A es-
perança desse aluno era de que, ao utilizar apenas distâncias e
tempo f́ısicos como coordenadas, o elemento de linha assumiria a
mesma forma que em coordenadas cartesianas inerciais, Eq. (3.6),
havendo, assim, uma completa simetria entre esses sistemas de co-
ordenadas.

(a) Obtenha a matriz jacobiana de transformação de coordena-
das (cτ, ζj) 7→ (cτ̃ , ζj);

(b) Represente a base coordenada associada a (cτ̃ , ζj) em termos
da associada a (cτ, ζj); (Sugestão: embora as coordenadas
espaciais ζj sejam as mesmas em ambos os sistemas de coor-

denadas, denote-as por letras diferentes — por exemplo, ζ̃j,

com a condição de que ζ̃j = ζj. Ao final do processo você
deve entender o porquê desse cuidado.)

(c) Calcule o elemento de linha nas coordenadas (cτ̃ , ζj) e veja
se o aluno conseguiu o que queria.

° O aluno mencionado no exerćıcio anterior, não se dando por
vencido pelo insucesso daquela estratégia, resolve procurar por
um sistema de coordenadas cuja base coordenada associada seria
dada pela versão normalizada da base coordenada expressa nas
Eqs. (3.9–3.11), obtendo assim uma tetrada. Com isso, garanti-
damente as componentes da métrica seriam dadas por gµν = ηµν
e, então, o elemento de linha tomaria a forma desejada, Eq. (3.6).
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(a) Rescreva o lado esquerdo da Eq. (3.13) em termos da derivada
covariante ∇a;

(b) A partir da simetria de Γαµν , decorrente de sua definição,
mostre que se dois campos 4-vetoriais, ua e va, são elementos
de uma base coordenada de algum sistema de coordenadas,
então ub∇bv

a − vb∇bu
a = 0;

(c) Com base no resultado anterior, mostre que a presente es-
tratégia do aluno está, mais uma vez, fadada ao fracasso.

± Seja {(cτ, ζj)} um sistema de coordenadas cartesiano uniforme-
mente acelerado e seja va a 4-velocidade de uma part́ıcula livre.

(a) Mostre, abrindo explicitamente a equação da geodésica em
componentes, que a componente v0 do covetor va = gabv

b, na
base coordenada associada a {(cτ, ζj)}, é uma constante de
movimento da part́ıcula livre.

Agora, considere o campo 4-vetorial ξa cujas componentes nessas
coordenadas são ξµ = (1, 0, 0, 0) (ou seja, ξa = ∂a0 ).

(b) Mostre que ∇aξb +∇bξa = 0;

(c) Reobtenha o resultado do item (a) apenas analisando a equa-
ção que ξava satisfaz;

(d) Seguindo a mesma estratégia dos itens (b) e (c), tente en-
contrar mais duas constantes de movimento para a part́ıcula
livre.
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