3.2 Simbolo de Christoffel e derivada covariante

A estrutura afim de M (que permitiu identificar todos os espagos tan-
gentes, V,, = V) torna bem posta a tarefa de comparar 4-vetores em
eventos diferentes, como ja vinhamos fazendo. Fixada uma base (qual-
quer) de V| essa tarefa se resume a comparar as componentes dos 4-
vetores. No entanto, agora que introduzimos sistemas de coordenadas
e bases coordenadas, estas tltimas podendo variar ponto a ponto, com-
parar apenas as componentes de 4-vetores em eventos diferentes nao
basta para sabermos a relagao entre eles; temos que saber, também,
como as bases nesses eventos se relacionam. Em particular, o mesmo
vale quando os eventos sao arbitrariamente préximos e, por isso, cal-
cular derivadas de 4-vetores (e de tensores, em geral) ndo se resume a
calcular as derivadas de suas componentes.

Consideremos um campo 4-vetorial u® definido em M — ou seja,
u® : M — V — e seja 2#(\) as coordenadas de uma curva qualquer em
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M, com 4-vetor tangente v® = (dz*/d\)0;; =: v*0;. A taxa com que
u® varia ao longo da curva é dada por

du® d du* d
— () — a w_ (aa
o = o W) = Ot gy ()
d 14
= - [ g+ 0,(0)].

Vemos da expressao acima que, para completar o calculo, precisamos
saber como os elementos da base coordenada variam ao longo das curvas

coordenadas. Vamos codificar essa informagao nos chamados simbolos
de Christoffel T'? , definidos através de

pv?
2 .a
Au(0) = 25 e g (3.13)

m Qv O prmar
Em palavras, I'j, é a a-ésima componente do 4-vetor que fornece a
taxa de variagao do p-ésimo elemento da base coordenada na direcao
da v-ésima curva coordenada.

e Exercicio: Usando a defini¢cao dada pela Eq. (3.13) e as Egs. (3.9
3.11), calcule todos os coeficientes I',, nao nulos associados as
coordenadas cartesianas uniformemente aceleradas.

Substituindo a Eq. (3.13) na manipula¢ao mais acima, temos:
du® o "
ﬁ = v (8au“ + FZ,B Uﬂ) (9#

= (v70) [(Oau" + I's u”) dx;dy| = v"Vyut,  (3.14)

onde V,u® é um tensor de posto (1, 1) definido pela igualdade acima,
vélida para qualquer v.8 Na verdade, o procedimento acima pode ser
estendido para qualquer campo tensorial de posto (m,n), de modo a
definir o operador derivada covariante V,, que mapeia campos tenso-
riais 7' ;"™ de posto (m,n) em campos tensoriais V.1, """ de posto
(m,n+ 1), por

i at...Qm

d\ by1...bn

vélido para qualquer v* = (dz*/d\)0;. Os exercicios abaixo levardo a
forma explicita da atuagao de V, em termos de componentes.

= vV It (3.15)

8E comum se usar 8, — com indice abstrato, ao invés de concreto — para denotar
o que aqui denotamos por V,. Mas nossa intencdo aqui é evitar confusdes, como a de
se achar que as componentes de Jyu® seriam dadas apenas por d,u”. Por outro lado, a
motivagdo das referéncias que usam 9, é deixar claro que esse operador é o inico operador
de derivagdo compativel com a estrutura afim de Ml — ou, equivalentemente, com a métrica
de Minkowski — e, portanto, é o mesmo operador que em coordenadas cartesianas inerciais
é dado por 9, mas expresso em coordenadas genéricas. Essas mesmas referéncias reservam
a notagao V, para operadores de derivacdo associadas a métricas mais gerais.

92



e Exercicio: A partir da Eq. (3.13) e da defini¢ao de base dual, mostre
que
0, (dxt) = —I't dx].

e Exercicio: A partir da defini¢cdo dada pela Eq. (3.15) e do resultado
do exercicio anterior, mostre que as componentes de V.1, ;"™ sao

dadas por
a1...0m [ Q1...0m (07 P---Om Qm ay...p
Volg' g = 0T g + T Ty g + o + T T
P Qaq...0m P aq...0m
_]_—‘510_ Tpﬁn T e T F,Bng TBIP . (3.16)

Num exercicio anterior, vimos como utilizar a definicao dada pela
Eq. (3.13) para calcular os simbolos de Christoffel. Outra maneira —
certamente, a mais utilizada — é dada pelo exercicio a seguir:

e Exercicio: Lembrando que se as componentes de um tensor sao nu-
las em uma base, entao sao nulas em qualquer base — pois o
tensor é nulo —, pede-se:

(a) Mostre que V. g = 0; (Sugestao: mostre isso em coordena-
das cartesianas inerciais.)

(b) Usando o resultado do item anterior e a Eq. (3.16), mostre
que num sistema de coordenadas arbitrario, tem-se

o 1 o
Fuu = 59 g (8ugl/ﬁ + al/gﬁu - 8,39W) ; (3'17)

(c) Reobtenha os simbolos de Christoffel ndo nulos associados
as coordenadas cartesianas uniformemente aceleradas, mas
agora usando o resultado do item anterior e o elemento de
linha dado pela Eq. (3.12).

Agora que sabemos como obter derivadas de tensores a partir de
suas componentes em coordenadas arbitrarias, podemos voltar a ques-
tao que colocamos no final da secao anterior:

e Exercicio: Sendo u* as componentes da 4-velocidade de observado-
res parados nas coordenadas cartesianas uniformemente acelera-
das, obtidas na se¢ao anterior, pede-se:

(a) Calcule as componentes da 4-aceleragao a® = du®/dt =
u’V,u na respectiva base coordenada;

(b) Calcule a aceleragao prépria associada.
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Com a nogao de derivada covariante e sua expressao em termos da
Eq. (3.16) e da Eq. (3.17), finalmente nos libertamos de fazer mencgao
explicita constante a estrutura afim de Ml — ou, fisicamente, a familias
de observadores inerciais. Dado um sistema de coordenadas genérico
(que pode ou nao estar associado a uma familia de observadores), tudo
que precisamos é do elemento de linha expresso nessas coordenadas.
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@ Numa tentativa de construir um sistema de coordenadas carte-
siano acelerado o mais analogo possivel ao sistema cartesiano
inercial, um aluno optou por substituir a coordenada 7 — que
representa o tempo fisico apenas dos observadores em ¢! = 0
— pela coordenada 7 := (1 + ag('/c*)T — que é o tempo fisico
de cada observador parado nesse sistema de coordenadas. A es-
peranca desse aluno era de que, ao utilizar apenas distancias e

Esse exercicio jafoi|  tempo fisicos como coordenadas, o elemento de linha assumiria a
incluido nas notas mesma forma que em coordenadas cartesianas inerciais, Eq. (3.6),
de aula anteriores. havendo, assim, uma completa simetria entre esses sistemas de co-
E reproduzido aqui ordenadas.

apenas porque o

exercicio 5, a seguir, (a) Obtenha a matriz jacobiana de transformagao de coordena-

faz mencédo a ele. das (c7,¢?) = (7, ¢);

(b) Represente a base coordenada associada a (¢7,¢?) em termos
da associada a (c1,(?); (Sugestao: embora as coordenadas
espaciais ¢/ sejam as mesmas em ambos os sistemas de coor-
denadas, denote-as por letras diferentes — por exemplo, <
com a condicao de que (¢ = (/. Ao final do processo voceé
deve entender o porqué desse cuidado.)

(c) Calcule o elemento de linha nas coordenadas (¢7,¢’) e veja
se o aluno conseguiu o que queria.

® O aluno mencionado no exercicio anterior, nao se dando por
vencido pelo insucesso daquela estratégia, resolve procurar por
um sistema de coordenadas cuja base coordenada associada seria
dada pela versao normalizada da base coordenada expressa nas
Egs. (3.9-3.11), obtendo assim uma tetrada. Com isso, garanti-
damente as componentes da métrica seriam dadas por g,, = 7,
e, entao, o elemento de linha tomaria a forma desejada, Eq. (3.6).
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Esse exercício já foi incluído nas notas de aula anteriores. É reproduzido aqui apenas porque o exercício 5, a seguir, faz menção a ele.


(a) Rescreva o lado esquerdo da Eq. (3.13) em termos da derivada
covariante V,;

(b) A partir da simetria de I'j,, decorrente de sua definigao,
mostre que se dois campos 4-vetoriais, u® e v*, sao elementos
de uma base coordenada de algum sistema de coordenadas,
entao Vv — v’Vyus = 0;

(c) Com base no resultado anterior, mostre que a presente es-
tratégia do aluno estd, mais uma vez, fadada ao fracasso.

100


Daniel Augusto Turolla Vanzella


