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1 Transicoes de fase térmicas

Até este ponto no curso temos discutido muito o conceito de transicao de fase e ordens de longo alcance,
mas nao tratamos estes conceitos de maneira ndo muito rigorosa e gostariamos agora de nos aprofundar
um pouco neles. Por simplicidade, vamos nos focar no modelo de Ising ferromagnético (J < 0) com

acoplamento entre primeiros vizinhos na presenca de um campo externo h

H o= —JY SiSi—hy S (1)

(i, g

Por simplicidade escreveremos aqui |J| = J. Essencialmente, nos perguntaremos quais fases termodina-
micas esse modelo mostra como funcao da temperatura, suas caracteristicas e a transicao entre elas. A
maior parte das ideias desenvolvidas aqui se aplica diretamente a outros modelos, como o de Heisenberg
e mesmo modelos nao magnéticos.

No caso do modelo de Ising, temos que abaixo de uma temperatura critica 7, o sistema apresenta uma
magnetizacao espontanea

M = Z (S?) # 0 para T < T,. (2)

A magnetizagdo de um ferromagneto é um exemplo de um pardmetro de ordem, cuja caracteristica prin-
cipal é ser nulo acima da temperatura T, critica e ndo nulo abaixo dela. O conceito do parametro de
ordem é extremamente importante na teoria das transicoes de fase. Ele representa uma nova varidvel
termodinamica necessaria para a descrigao da fase ordenada (ferromagnética no caso acima). Note que a
transicao ferromagnética é acompanhada por uma quebra da simetria de reversdao temporal (lembre que
S‘; — —,§i sob reversdo temporal e que na fase ordenada <§Z> =+ <—§Z>') Esse ¢ um exemplo de uma
quebra espontinea de simetria, pois o Hamiltoniano em de Ising é invariante sob reversao temporal.

Na medida em que a temperatura vai se aproximando de T,, para T' < T,, a magnetizacdo espontanea
vai diminuindo seu valor até que ela se anula exatamente em 7,. E exatamente o fato de que M cresce a
partir de zero para T' < T, que caracteriza a transicdo como continua, ou de segunda ordem, Fig. (a). Se
M tivesse um salto em T, a transi¢ao seria de primeira ordem ou descontinua, Fig. (b)

Préximo de T, o comportamento de M tem a seguinte forma
M ~ (T.-T)", (3)

onde o sinal ~ deve ser lido como vai com a temperatura da seguinte forma (ou seja, estamos mais
interessados na lei de poténcia que no coeficiente do termo do lado direito). O expoente 5 é um exemplo
de um expoente critico. A caracterizacdo desses exponentes determina a classe de universalidade do
problema.

Consideremos agora outras quantidades fisicas. Proximo de T, o calor especifico apresenta uma fraca

divergéncia

Cv (T) ~ 1Y, (4)



T, T,

Figura 1: Parametro de ordem como fungao da temperatura 7" para uma transicao (a) de segunda ordem
e (b) de primeira ordem. T, é a temperatura critica na qual a transi¢ao ocorre.
onde t é conhecida como temperatura reduzida e é dada por

’T_Tc’

- )

A dependéncia da magnetizagdo com o campo magnético aplicado (suposto pequeno) exatamente em

T =T, também define um expoente critico
M(hT=T,) ~ h'/° (6)

A susceptibilidade magnética y, também é divergente

1 oM
N 0h h—0

X ~t (7)

E interessante notarmos que a susceptibilidade magnética mede as flutuagdes dos spins. Para vermos isso,

primeiramente definimos a funcado particdo para o problema

Z= 3
{s7}
— ZeB(JZ<i,.f>SfS§+hZiSf),
{s7}
T [QB(JZ@,ﬂSfSﬁhZiSE)}. (8)

Aqui Tr[---] = Z{Sf} ... significa traco sobre todas as 2V configuractes de spin nas quais cada spin

possui valores S7 = +1. Agora reescrevemos a magnetizagdo na Eq. 2| em termos de Z

M = Z<Sf> = <Z Sf> = %Tr <Z Sf) R CHITN stf+hzisf)] , (9)
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A susceptibilidade entdo é dada por
1

632 (Z SZ> (I SES34+RY, S7)
{ Zy>§)§ew @}aew
j :

() ()

Ou seja, x mede as flutuacoes ao redor do valor médio de ), S7, que nada mais é do que a magnetizacao.

1 oM

X“Non "

2= Z\H

=S

O fato de que x diverge em T, ressalta que as flutuacoes dos spins também o fazem.
Mais dois expoentes criticos podem ser definidos. Eles envolvem o comportamento da fun¢ao correlacao

entre spins distantes entre si. Podemos definir a funcao correlagdo (conectada) da seguinte maneira
Gij = <5’ij> —(S7) <S]Z> , (11)

Note que os valores esperados (S7) e <SJZ> sdo nulos para T > T, e ndo nulos do contririo. Assim
como fizemos para a susceptibilidade, podemos definir G;; em termos da funcao particao. Para isso tal é
conveniente assumirmos que o campo externo h ¢ agora dependente do sitio: h) , S7 — > . h;S7 de tal
forma que

2

Oh;0h,

= T, [z 5]

_ ETT [SfSJZ»e_ﬂH} _ %Tr [Sz-ze_ﬁ%} Tr [Sje‘ﬁH] )
= (S78%) —(S7)(S3).

Gy = -T? InZ, (12)

Claramente, G;; na Eq. (11)) mede a correlagao entre os spins em 7 e 7j e deve ser uma fun¢ao apenas
da distancia relativa entre dois sitios: 7 = 7; — ;. Observa-se que, se T' # T, existe um comprimento
caracteristico & (T'), chamado de comprimento de correlagao, que determina a escala de decaimento de

Gij = G (7) para longas distancias

1 e /¢
é‘D*Q (T/é-)(Dfl)/Q ’

G () r> €. (13)

Dessa forma, spins separados de uma distancia r > & estardo descorrelacionados. Exatamente em T = T,

a funcao de correlagdo obedece uma lei de poténcia

G() ~ 5o (14)



que define o expoente critico n, também chamado de dimensdo anémala. Temos também que
& ~ th. (15)

Exatamente em T = T, o comprimento de correlacdo é infinito. A divergéncia do comprimento de cor-
relagdo é uma das caracteristicas principais das transicoes de segunda ordem, pois ele nao diverge nas
transicoes de primeira ordem. Veremos mais adiante que isso estd intimamente ligado ao fenémeno da
universalidade. Definimos, portanto, 6 expoentes criticos diferentes. Na verdade, eles nao sao todos

independentes, existem 4 relacdes entre eles, de modo que hé apenas 2 expoentes a determinar.

2 Solucao de campo médio

Solugoes exatas para o problema de transi¢oes de fase sao raras e, de modo geral, precisamos de tratamentos
aproximados que nos permitam estudar transicoes de fase. Tal abordagem existe e é conhecida como
teoria de campo médio. Nesta secdo, desenvolveremos a teoria de campo médio para o modelo de Ising
ferromagnético, Eq. . Grosso modo, a ideia de uma abordagem de campo médio é mapear o problema
interagente em um problema nao interagente efetivo.

Em seu limite nao interagente, J = 0, modelo de Ising ferromagnético, Eq. , pode ser resolvido
exatamente. Claro que nesse caso s6 conseguimos descrever a solucdo paramagnética, mesmo assim €

instrutivo comegarmos com esse limite. A funcao particao, Eq. ¢ dada nesse caso por

z = ZeBhZiSiz
{s7}
N
= ePh — o=Bh
{1 ()
= [2coshBh]Y . (16)

A energia livre ¢ entdo (em unidades nas quais kg = 1, ou seja = 1/T)

F = —ThZ
= —NTIn [2coshh/T]. (17)

A magnetizacao, por sua vez, é dada por

oF
M = ——
oh
h
= Ntanh |=
an [ T} |
o que leva a seguinte susceptibilidade
1 oM 1
XTNoh|,_, T (18)




Uma dependéncia do tipo x = C/T ¢é conhecida como lei de Curie, onde C' é a constante de Curie. Esta
dependéncia da susceptibilidade magnética com o inverso da temperatura é rotineiramente observada em
sistemas magnéticos a altas temperaturas (7' > J).

Uma maneira de gerarmos uma teoria de campo médio para o modelo de Ising é a feoria de campo
médio de Weiss. A teoria de Weiss parte da suposigdo de que cada spin pode ser escrito como seu valor

médio mais flutuacdes em torno da média

S; = (S7)+ 4657, (19)

7

assim o termo de interagao entre spins na Eq. ¢ dado por

SES7 = (S7)(S7)+ (8768 + 087 (87) + 0 ((057)?)
= —(8F)(S7)+(S7) 87+ 57 (S7), (20)

onde desprezamos termos quadraticos nas flutuagoes de spin e reescrevemos as flutuacoes em termos dos

spins originais. A Eq. se reduz agora a

= JZmimj—Z szj—i-h S7, (21)
(4) J

)

onde m; = <sz > é a magnetizacao local no sitio j e a soma sobre j no segundo termo se estende sobre
todos os z primeiros vizinhos do sitio i. Escrita destes modo, vemos que agora a Hamiltoniana de Ising
possui uma forma ndo interagente, na qual um spin sente ndo apenas o campo externo h, mas sim um

campo médio, ou campo de Weiss, dado por

Wy = JY mj+h, (22)

que é o campo externo h mais um campo local no sitio ¢ vindo da magnetizacao dos spins vizinhos.
Por simplicidade, vamos nos focar inicialmente no caso uniforme no qual <S]Z > = m; = m, independe

do sftio j. Nesse caso
H = J—m — (Jzm+h ZSZ. (23)
hW
A sua solugdo é agora similar aquela do caso nao interagente e temos

Z = e BNJm?/2 [2coshBhw ],

N
= J{mﬂ — NTln [2coshhyy /T]. (24)



T>T, T<T,
— Y=M = y=Tanh[mT./T] — Yy=M = y=Tanh[mT,/T]

Figura 2: Solucdo grafica da equacao da teoria de campo médio de Weiss (h = 0) para (a) T > T. = zJ
(uma solucdo estavel em m = 0) e (b) T' < Tt (duas solugOes estaveis com m # 0 e uma instavel em
m = 0).

A magnetizagao, por sitio m = M/N, é agora dada por

hw
= tanh | —
m an[T]

~ tanh [;, (Jzm + h)] , (25)

que é uma equacao autoconsistente para a magnetizacao local m. Note que a mesma equagdo pode ser
obtida supondo m um parametro variacional e minimizando a energia livre em relagdo a m (ver adiante
mais detalhes). O método mais facil de solucdo dessa equacao ¢ o método grafico. Basta plotar as curvas
y =m ey = tanh(Bh + BzJm) como fungoes de m e procurar pela(s) intersegao(oes), ver Fig. [2l O caso
h =0 & bem simples. Se zJ < 1, ou seja, T > zJ = T, a inclinagdo da tangente hiperbolica em m = 0 é
menor que 1 e h4 apenas uma solucao: m = 0. Essa solugdo é estavel, no sentido de que é um minimo da
energia livre. Ja se fzJ > 1 ou T < T, 3 solugdes aparecem: a solu¢do m = 0, que passa a ser instavel,
e duas solucbes em m = tmy # 0, que sdo estaveis. Isso parece ter a fenomenologia correta de um
ferromagneto. A medida que T — T, as 3 solugdes acima se juntam em m = 0. Ou seja a temperatura,

critica do sistema é dada por
T. = =zJ. (26)
Podemos expandir a Eq. para m pequeno e h — 0, usando

23
tanhzr =~ T =, (27)



obtemodl

T. 1(T.\*° ,
T.—T
— m(T,h=0) ~ /3= ~ /2 (28)

Cc

Assim a teoria de Weiss prevé = 1/2. Analogamente, em 7' = T, = zJ temos

m (T, h) =~ (m+h/T.) — % (m + h/TC)3

— m (T, h) (3h)T,)Y? — h/T, =~ (3h/T.)/3 ~ n'/3,

Q

Obtemos assim ¢ = 3 pela teoria de Weiss.
Utilizando a Eq. , podemos agora calcular a susceptibilidade

/—/XA
om _1/T +(T,./T) (0m/0Oh)
X Oh|,_g  cosh®((T./T)m)
1
_ . 29
X Tcosh? (T./T)m) — T, (29)
Para T > T, temos m =0 e a Eq. se reduz a
1

= ) 30
X T T, (30)

A Eq. é conhecida como lei de Curie-Weiss. Ela é uma modificagdo da lei de Curie na Eq. e

captura a transi¢do para um estado ferromagnético em T,.. J4 para T < T, mas ainda com m — 0 temos

1 1
xF T(1+m2/2?-T, TA+m?)-T.
N 1 N 1
T TA+3(T.-T))T)-T. T-T.+3(T.—T)
1
N 1
2(T. - T) (31)

Acima, na passagem da segunda para a terceira linha utilizamos a Eq. . Tanto a Eq. quanto a

Eq. nos dao
X ~ (32)

donde concluimos que v = 1.

Para o calculo do calor especifico, precisamos da energia livre por sitio f = F//N. Da Eq. , com

1Como estamos nos atendo as vizinhangas do ponto critico, onde m — 0, s6 manteremos o primeiro termo em T, — T
Sendo assim, sempre faremos 7" — 7. em termos de ordens superiores.



h — 0, temos que

1 [ m2  hm mt
~ ~Tm?—Th2—Tln |1+ — + — + —
/ gt e e b ot e o

1 m2 m? m?

~ —TIn2+T-m?>-T. | —+— — — | -

netdgmi—de | 5ot 50 T g fum,
—m?/12
1 2 1 4
~ —T1n2+§(T—Tc)m +1—2Tcm — hm, (33)

onde mantivemos apenas o primeiro termo nao nulo em h. Note que nesta expansao f + TIn2 possui
apenas um minimo, com uma curvatura positiva, em m = 0 para T' > T,. Ja para T' < T, a curvatura na
origem passa a ser negativa e m = 0 é agora um ponto de maximo. Os pontos de minimos estao agora
localizados em £myy como esperado. Podemos utilizar a Eq. para escrevermos f nas vizinhancas de
T., com h=0

;= { —Tn2 T>T, (34

—Tln2 —3(T. —T)* /AT, T <T,

De posse da Eq. , podemos calcular o calor especifico ¢y = Cy /N como

)

Tan 0 T>T.
C = — —_— =
v oT? 3/2 T<T,

ou seja a teoria de campo médio d4 uma descontinuidade no calor especifico, mas nao hé singularidade.

Sendo assim temos
cy ~ tov (35)

e portanto a teoria de campo médio de Weiss fornece @ = 0. Notamos que esta expressao para o calor
especifico estd associada apenas aos graus de liberdade magnéticos, que por sua vez estdo associados com
o desenvolvimento da ordem de longo alcance. Sempre havera outras contribui¢des ndo singulares (por
exemplo calor especifico da rede) que devem ser adicionados a esse resultado para a resposta final.

Para determinarmos os expoentes criticos v e 7, é preciso introduzir flutuagoes espaciais. Essas podem
ocorrer devido a flutuacoes térmicas ou devido a um campo externo varidvel no espaco. Nesse caso,
devemos admitir a possibilidade de que m; varie no espaco. Combinando as Egs. e podemos

escrever para este caso que

of |
m; = 8hi:tanh T szjm]+hl
3
1 1
~ T sz:mj—l—hi _ﬁ J;mj—i—hi . (36)



Agora é conveniente que tomemos o limite do continuo. Neste caso podemos imaginar que o parametro de
rede a — 0 mas com V = Na? permanecendo constante. Fisicamente, ele quer dizer que o comprimento
de correlagdo & > a e assim podemos tratar variacoes na ordem de a como continuas. Na pratica,

transformaremos diferencas finitas em derivadas. Comecaremos por reescrever o seguinte termo

Z m; = Zm (77@ + g)
J 5
~ Z <m (7)) + 6aVam (7;) + %%%vavﬁm (ﬁ)) ,

-

)
= 2m (7)) + V2m (7). (37)

Acima utilizamos a notacao padrdo de que d é um vetor unitario que conecta o sitio ¢ aos seus primeiros
vizinhos em j. Os termos de primeira ordem em § e os termos cruzados de segunda ordem se anulam por
simetria na soma sobre primeiros vizinhos e obtemos o resultado acima. Combinando as Egs. (36) e (37)

temos

(T =T = IV m () = <m(7)* = hi. (38)

Agora utilizaremos a defini¢do da fungao de correlacdo na Eq.

0? o2 f om (7))
InZ = = J
ohon, "2 = L amon, =1 om0

Gij = —T* (39)

que combinada com a Eq. (38) acima nos da, fazendo o termo cibico igual a zero (o que é equivalente a

resolver o problema para T' > T¢)
(T —T.)—JV?] Gy = T6;. (40)

Para prosseguirmos ¢ conveniente introduzirmos a transformada de G;;
de? il P
Gy = / e (F). (41)
(2m)

No espaco de Fourier a Eq. é agora dada por

(T-T)+ k] G(F) = T,
z /
G(F) = (T—Jz)jJ+k2’
T/J
72+ k%

(42)

- ()"
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’ Quantidade fisica

‘ Indice ‘ Campo médio ‘ Isingem D =2 ‘ Ising em D =3 ‘ Heisenberg ‘

Calor especifico o 0 (salto) 0 (log) 0.110(1) —0.112(2)
Parametro de ordem B 1/2 1/8 0.3265(3) 0.362(4)
Susceptibilidade v 1 7/4 1.2372(5) 1.389(1)
Parametro de ordem 4] 3 15 4.789(2) 4,84(4)
Comprimento de correlagao v 1/2 1 0.6301(4) 0.704(6)
Fungao de correlagao n 0 1/4 0.0364(5) 0.027 (2)

Tabela 1: Valores dos expoentes criticos para os modelos de Ising em D = 2 e D = 3, para o modelo de
Heisenberg em D = 3 e os valores previstos em campo médio.

Como esperado fisicamente em uma transicao de fase de segunda ordem o comprimento de correlacao

diverge em T,
5 ~ t_1/27 (44)

ou seja a teoria de campo médio de Weiss prevé entao que v = 1/2. Note que este resultado também é
valido para T' < T onde obtemos £ = (J/2 (1T, — T))71/2.

Podemos obter a forma de G;; no espago real tomando a transformada de Fourier da Eq. . Este
célculo ¢ feito com detalhes na Ref. [I] e o resultado ¢ aquele mostrado na Eq. (13). Exatamente na

transicdo €2 = 0 e temos

Gij =

T [ dPk ki) 1
/ ( (45)

T . |
7] @mP B |y P

ou seja o expoente critico n = 0 dentro da teoria de Weiss.

O comportamento das varias quantidades fisicas, como funcao de T' — T, dentro da teoria de campo
médio sao mostradas na Fig. Os expoentes criticos, como também calculados dentro da teoria de
campo médio, sdo listados na Tabela [T}, juntamente com os outros expoentes conhecidos para os modelos
de Ising e Heisenberg. Vemos que os valores de campo médio sdo independentes do modelo e dimensao
e nao produzem resultados satisfatorios. Por outro lado, podemos listar os sucessos da teoria de campo

meédio:
1. Universalidade. Diferentes modelos possuem os mesmos expoentes criticos, Tabela
2. Diagrama de fase correto. Todas as fases existentes no problemas sao capturadas, Fig.
3. Fornece uma estimativa para valor para T, Eq. .
4. Descreve o comportamento de varios observéveis fisicos, Fig.

Ainda que esses sucessos sejam relativos, pois geralmente as predi¢oes de campo médio sao quantita-
tivamente incorretas, a teoria de campo médio fornece um excelente primeiro passo para teorias mais
completas. Infelizmente, melhorar a solucdo de campo médio discutida aqui ndo é uma tarefa simples e

requer, por exemplo, o uso do grupo de renormalizagao |1, 2].
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0 T-T, 0 T-T,
(a) (b)

£ m

0 T-T, 0 T-T,
(c) (d)

Figura 3: Comportamento de varias quantidades fisicas como fun¢do T'— T, obtido dentro de uma teoria
de campo médio. (a) Susceptibilidade magnética uniforme. (b) Calor especifico. (¢) Comprimento de
correlagao. (d) Parametro de ordem.

3 Flutuacoes e critério de Ginzburg

Na verdade, podemos determinar a validade da teoria de campo médio dentro da prépria teoria! Vimos
que a hipo6tese basica da teoria de campo médio estd em desprezar as flutuacdes em torno do valor médio
do pardmetro de ordem. Podemos usar a funcao de correlacdo para estimar essas flutuacdes. A funcao de
correlacao, Eq. , pode ser calculada com a transformada de Fourier da Eq. e temos, para D > 2

[

(i-D)2p 1 -/

2 (7 ™ e

<T) 1+D)/2 D—-2 D-1)/2" (16)
2( )/ JE (7“/5)( )/

Esta equacgdo mostra que o comprimento de correlacdo £ determina a escala para a qual o pardmetro de
ordem varie de maneira suave, uma vez que seu valor em um determinado sitio esta correlacionado com

aquele de seus vizinhos até uma escala r ~ £. Assim, estimamos a variancia de m como

02, ~ G (|F] =€) ~ P ~ P22, (47)
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Devemos compara essas flutuacdes com m? ~ t e exigir que as flutuacdes sejam pequenas

2
— ~ P2 1, (48)

2
Om

Esse é o chamado critério de Ginzburg. FEle é extremamente importante porque ele determina a regido de
validade da teoria de campo médio. Vejamos suas consequéncias. Para D > 4, o critério é sempre
satisfeito suficientemente proximo da transigao (¢t < 1). A teoria de campo médio, portanto, descreve bem
o comportamento critico. Para D < 4, entretanto, a variacao relativa do parametro de ordem diverge
4 medida que nos aproximamos do ponto critico. Isso mostra que a teoria de campo médio é invalida
como descrigao do comportamento critico para D < 4 e por isso temos uma predicao pobre dos expoentes
criticos. Os resultados da teoria, no entanto, podem ainda ser utilizados para D < 4, fora da chamada
regiao critica, ou seja, para

tP=0/2 5 1, (49)

A dimensao D, = 4 acima da qual a teoria de campo médio é valida mesmo na regido critica é chamada

de dimensao critica superior.

4 Teoria de Landau

A natureza das transicoes de fase continuas é posta em bases mais sélidas e gerais pela teoria de Landau.
A filosofia dessa teoria é escrever um funcional (funcional de Landau) do parametro de ordem, cujo minimo
funcional nos d4 o valor de equilibrio do parametro de ordem e a energia livre do sistema. O funcional
de Landau pode ser deduzido no caso de teorias de campo médio especificas, como a teoria de Weiss, Van
der Waals ou BCS da supercondutividade. No caso geral, ele deve ser encarado como uma descricao dos
graus de liberdade de longos comprimentos de onda de uma teoria, uma vez que a fisica de curto alcance
(curtos comprimentos de onda) tenha sido integrada.

O funcional de Landau é construido supondo-se a proximidade do ponto critico de tal modo que o
pardmetro de ordem seja pequeno em algum sentido. Nesse caso, podemos tentar expandir o funcional
em poténcias do parametro de ordem e/ou de suas derivadas. O funcional deve ser consistente com as
simetrias do problema. No caso, vamos supor por simplicidade que haja simetria de rotagao (tratamento
do continuo, em que desprezamos efeitos de rede) e translacdo. A expansao se fard em termos de poténcias
inteiras do parametro de ordem e de suas derivadas, de forma a preservar a natureza analitica do funcional.
Assim, para um parametro de ordem ¢;, que supomos um vetor de n componentes, o funcional de Landau

pode ser expandido como

1 T 72N I & N
¢ = [ealfi@ e-o)i@ e [f@- @] —iw @ | e

A expressdo acima retém os termos principais para obtermos uma teoria compativel com as teorias
das SecOes anteriores, mas em outras situagoes pode ser necessario manter outros termos. O ultimo termo

quebra a simetria de rotacdo e deve ser encarado como andlogo ao campo magnético. Vamos calcular a

13



derivada funcional de £ com relagdo ao campo ¢;

> o (f)] ¢; (Z) — h; (Z) = 0. (51)

k=1

oL
d¢; (7)

= (r—ev?) ¢ () +u

Essa ¢ a mesma Eq. (38) que obtivemos na teoria de Weiss generalizada para situagdes com dependéncia

espacial (para o caso de um parametro de ordem escalar) e podemos fazer as seguintes identificacoes

r = T-T., (52)
T,

_ 1 53

u 3 (53)

c = J (54)

A partir das equacdes — todos os resultados da secao anterior se seguein.
Em particular, o0 minimo do funcional quando o campo aplicado é uniforme h (Z) = héy, ocorre para

um parametro de ordem uniforme

$(f) = dobn, (55)
tal que a Eq. se reduz a
réo +udy —h = 0, (56)
que é minimo do potencial
Lp@]) = @ d@+ i [im d@] —i® i@, (57)

Este potencial é ilustrado na Fig. 4l Nos focaremos no caso h (Z) = 0 apenas. Para T > T, r > 0 e temos
o minimo do potencial para ¢J*"* = 0, pois u > 0 sempre. Para T = T., r = 0 e s6 nos resta o termo
quértico e, embora o minimo ainda continue em gb()”m = 0, este agora se torna um minimo mais achatado.
Para T < T, r < 0 e minimo agora esté localizado em gbg”" = j:\/T/u. Que o minimo sai de zero para
r < 0 é facil de ver pois para ¢y > 1 o termo quartico do funcional vence e L (¢g) > 0. Ja para ¢ < 1
o termo quadrético vence e ai temos L (¢g) < 0. Contudo temos sempre que L (0) = 0, dando origem
assim aos minimos aludidos acima. O caso h (Z) # 0 é similar, s6 que agora o valor de ¢7¥" # 0 devido &
presenca do campo.

Outro fato importante da teoria de Landau é que ela descreve igualmente tanto parametros com uma,
como no caso do modelo de Ising, ou n componentes, como no caso do modelo de Heisenberg onde n = 3.
No caso em que n > 1 tudo o que temos que fazer é nos focarmos na direcdo na qual o parametro de
ordem aponta e para esta dire¢do temos novamente o problema similar ao do modelo de Ising, ou seja
uma transicao de fase de segunda ordem com os expoentes criticos de campo médio (7T, por outro lado, é
modificada).

Contudo, o caso para o parametro com mais de uma componente possui uma peculiaridade muito
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Figura 4: Funcional de Landau para um parametro de ordem escalar e uniforme. A ultima linha descreve
uma transicdo de fase de primeira ordem, que ocorre para T' < T, na medida em que o campo externo
muda de valores positivos para negativos (trocamos os sentido da magnetizacdo através de um campo
externo). Ja a coluna do meio ilustra uma transicdo de segunda ordem que ocorre para h = 0 na medida
em que variamos T de T' > T, para T < T..

importante. Para vermos isso, vamos definir novamente a funcao de correlacdo, como na Eq.
0¢i (7)
on; (0)

com a diferenca que agora o simbolos i e j se referem agora s componentes do parametro de ordem e

Gij (X)) =T (58)

assumimos que o campo externo estd sempre aplicado na origem. Com essa definicdo, podemos tomar a

derivada com relacdo ao campo externo da Eq. e temos

Z%f Zm %) Gy (%)

(r—eV?) Gy (%) +u 7) + 2u 6i (T) = T 0(F), (59)

Para h (&) = 0, temos que

. 0, T>T,
¢i () = ; (60)
001, T <Te

onde ¢g = £4/—r/u como de habito e escolhemos arbitrariamente a dire¢ao ¢ = 1 como sendo aquela em
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que parametro de ordem se congela. Assim, a Eq. é dada por

(r —eV?) Gij (%) + ugdGij (T) + 2u [poG1j (T)] 6 ( ) = T6 ;0 (%),
(r +ugd + 2uggd; 1 — cV?) Gy = T6;;0(%),
(T‘ + U(b(z] + 2u<]5(2)5,~71 + ck ) Gij (k) = T(SZ'J‘7 (61)

onde na ultima linha tomamos a transformada de Fourier, donde temos que

el (/25) — G (E) - W (62)

- - T
G (k) :G»»(k) . Y 63
1 1) r —|-U(Z)(2) + ck2 7é ( )
Temos assim dois tipos de flutuacdo para um sistema com simetria continua. Aquelas paralelas & direcio
na qual o sistema se ordenou, medidas por G| e aquelas perpendiculares a essa diregdo, medidas por G .

Para T' > T, elas sao iguais, pois ¢g = 0. Ja para T' < T, temos

6 (F) = (64

~ T/c
Ou seja, para um sistema com simetria O (n), e com T < T, hd4 um modo com comprimento de corre-
lacdo finito, £~2 = —2r/c, e n — 1 modos com comprimento de correlacdo infinito. Esses n — 1 modos
sao conhecidos como modos de Goldstone e estdo presentes sempre que ha quebra de simetria continua.
Exemplos famosos desses modos de Goldstone sdo os magnons (quebra de simetria de rota¢do do spin de

Heisenberg) e os fonons (quebra de invariancia translacional do espago). G|, (/;) estd associada a mudan-

cas na magnitude do parametro de ordem e por isso possui um custo de energia finito oc £72. J4 G| (fé)
mede flutuacdes na direcdo do pardmetro de ordem e ndo custam energia, jA que o funcional de Landau
s6 depende de ¢ (%) - ¢ (&), veja Fig.

Tomando agora a transformada de Fourier da Eq. temos

D 6iE~F
G () = T/(;;‘;,# (66)

A convergéncia dessa integral depende da dimensao D. Para D > 2 ela é convergente, ou seja os modos de
Goldstone geram flutuagoes que tendem a desordenar o sistema mas a ordem de longo alcance sobrevive.
Ja para D < 2 a integral diverge e essas flutuagdes transversas (modos de Goldstone) destroem a ordem.
Essa é uma maneira, um pouco mais geral, de refrasearmos o teorema de Mermin-Wagner-Hohenberg que

discutimos no caso particular das ondas de spin.
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Figura 5: Parte homogénea do funcional de Landau para um parametro de ordem com duas componentes,
n=2,eT <T.. G| mede flutuagdes para as quais V (¢) muda e G| mede flutuagdes para as quais V' (¢)
permanece constante. Por motivos 6bvios, esse potencial é conhecido como chapéu mexicano e ele é uma
generalizagao natural do potencial mostrado na Fig.

5 Transicao de Berezinsky—Kosterlitz—Thouless (BKT)

Exatamente na dimensao critica inferior e para n = 2 temos uma situacao especial e de muita importancia.
Aqui, a predicao da teoria de campo médio estd fundamentalmente errada, uma vez que, por ela, esperamos
ordem magnética de longo alcance. O teorema de Mermin-Wagner-Hohenberg nos diz, contudo, que a
ordem magnética de longo alcance é destruida para T > 0 pelos modos de Goldstone. Contudo, esse
sistema possui uma transi¢do entre duas fases distintas: uma fase paramagnética a altas temperaturas e
uma, fase critica a baixas temperaturas.

Especificamente, o sistema que temos em mente é o modelo XY em duas dimensoes (rede qua-
drada). Neste caso, os spins cléssicos possuem apenas duas componentes e podem ser escritos como

S; = S (cosb;, sinf;). O Hamiltoniano do sistema é entao dado por

1
oL =~
H = —J> 5-5=-J 5 Zcos(@i—ﬂj), (67)
)

(i, (i,9)

em notagao usual com (ij) denotando primeiros vizinhos. Por simplicidade, consideraremos uma rede
quadrada.

Para altas temperaturas 7' > J, esperamos que nao haja ordem no sistema <<§Z> = 0) e que a fungado
de correlacao decaia exponencialmente

G (1) = (3 -50)) ~exp |17 . (68)

com um comprimento de correlacdo dado por £~ = In (27°/.J). Como esperado, £ — 0 indicando que os
spins sao descorrelacionados em altas temperaturas e temos um paramagneto.

O limite de baixas temperaturas T < J, por outro lado, implica que o comprimento de correlagao
seja grande, ainda que finito, e que o valor de spins em sitios vizinhos estejam fortemente correlacionados

e portanto podemos aproximar cos (6; —0;) ~ 1 — (0; — 9]-)2 /2. Como todas as escalas de comprimento

nesse limite sdo muito maiores que o espacamento de rede a, consideraremos o limite do continuo, onde a
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diferencga entre dngulos de sitios vizinhos se torna uma derivada

1
A 90;\> 5
(0 = Oiyaz)” + (0i = Oipag)” — @’ <&6) +a” <8y> = a® |Vo,[°. (69)

O Hamiltoniano em é agora dado por

J
Ho= [ ErvemE. (70)
onde desprezamos a energia do estado fundamental Ey = —2J N, que, por ser constante, ndo tem impor-

tancia para nossa discussdo aqui. E interessante notarmos que H em 1} tem a forma de um funcional de
Landau, Eq. (50)), com u = r = 0 e ¢ = J. Utilizaremos essa analogia para calcularmos varias propriedades
fisicas do sistema. Como no caso de altas temperaturas, queremos calcular a fungdo de correlacdo. Como

nao esperamos ordem de longo alcance, temos novamente <S (F)> =0 e temos

G (1) = (§(7)- S (0) = (eos (6.(7) — 0 (7)) = Re (/=00 ) = ~(OD=002 ()

A qaltima igualdade é uma consequéncia do fato de que o nosso funcional de Landau, Eq. , nao
possui termo quértico e portanto tudo o que temos que calcular sdo integrais Gaussianas, para as quais
a identidade acima pode ser estabelecida [2]. Ou seja, vemos que o que temos que calcular é a seguinte

funcdo de correlagao

(07 = 0.(0))*) = =200 (0)) +2(67 (0)) = 2(~g (I71) + 9 (0)), (72)

onde definimos

g(M = (8(76(0))—(6(0)°, (73)

como nossa funcao de correlacao usual, Eq. . Dado que a dinamica de 6 (7) é governado por um

funcional de Landau, Eq. , essa fungao de correlagdo, no espaco E, pode ser obtida imediatamente
através da Eq.

e temos assim

O [ d2k 1— ek

(em-00)) = 7 | G (75)

Como estamos no limite do continuo, a integral sobre o momento possui um cutoff no ultravioleta. Ou
seja esta aproximagdo s6 é valida para k pequeno e devemos ter k < 1/A onde A é uma escala de
comprimento microscopica do problema, por exemplo o pardmetro de rede a.Como estamos interessados
em seu comportamento assintotico, r > A, faremos a seguinte aproximagao: para kr < 1 assumimos que a

exponencial cancele o 1. Ja para kr > 1 consideramos que ela oscile tao rapidamente que sua contribuicao
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seja nula. Assim a integral acima se reduz a

B 27 (VM dk 1
(em-o0)) = F | G
T r

A funcao de correlacao na Eq. é entdo dada por

e

~ ) (77)
onde T
T = —.

() = 5 (78)

Ou seja a correlacao entre os spins decai como uma lei de poténcia a baixas temperaturas e portanto
nao temos ordem de longo alcance, como antecipado. Contudo dois pontos merecem ser ressaltados nesse

resultado

e O decaimento espacial de G (|]) é diferente para T' > J (exponencial, paramagneto) e T' < J (lei
de poténcia, ordem de quase longo alcance). Portanto esperamos uma transi¢do de fase em uma
temperatura T ~ J separando essas duas fases, onde Tgi7 é conhecida como temperatura de

Berezinsky—Kosterlitz—Thouless.

e O expoente 1 (7") controlando o decaimento de G (|7]) é ndo universal, pois depende de T". Dizemos
que esse problema nao possui um ponto critico, mas sim uma linha de pontos criticos para T' < TpxT,

cada um deles dando origem a um expoente critico n (7") diferente.

Identificamos assim que o sistema possui duas fases distintas e que sdo separadas por uma transicao de
fase em Tprr. A natureza desta transicdo de fase precisa ser contudo ainda elucidada, pois se trata de
uma transicao entre duas fases desordenadas.

Esta transicdo de fase estd associada a proliferagdo de vortices no sistema, veja Fig. [6] Um vortice ¢

um defeito topoldgico cuja a fase muda em +27 quando damos uma volta nesse defeito
ygdf- VO (7) = 2mn, (79)

onde n = £1 é a carga topolégica ou o “widing number” (podemos ter valores de n maiores do que um,
mas eles sdo muito custosos energeticamente e podem ser desprezados). Assim, na presenca de um vortice,
ha um descontinuidade em 6 (7) onde o valor 27 é adjacente ao 0.

O proximo passo é estimarmos qual a energia para a criagdo de um vértice. Para tal, consideramos o
nosso caminho ao redor do vértice como um circulo, Fig. @(a), com r > A, onde A é o tamanho do nicleo

do vortice. Neste caso temos que |V6| ~ 1/r e a energia de um vortice é dada por

J [ 5 o Lo L
Ey= [ dr VO ~nJ | rdr—+ E.~nJin— + E,, (80)
2 A r A
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Figura 6: (a) Vortice com n = 1. A curva tracejada vermelha representa o caminho que o vetor 7
percorre. (b) Configuracao sem vortice com n = 0.

onde F, é a energia do nicleo do vortice e L é o tamanho do sistema. Vemos assim que a energia do
vortice diverge logaritmicamente para um sistema infinito. Parece entdo que esse é um defeito topoldgico
muito caro de existéncia improvavel. Esse, contudo, ndo é o caso. Podemos também calcular a entropia
associada ao um vértice. O ntimero de lugares diferentes onde podemos criar o vértice é dado por ~ L?/A?

e a entropia é

2
S = In (i) :2ln%. (81)

A energia livre para introduzimos um tnico vortice no sistema é entao, F' = Fy — T'S1, donde

F—E. = (nJ—27T) m% (82)

Assim para baixas temperaturas, o custo de criar um vértice diverge para L — oo. Mas para altas
temperaturas passa a ser vantajoso criar vortices. A transi¢do ocorre no ponto em que a energia livre

muda de sinal e temos

wJ
T = TR (83)

Ou seja para T > Tpgr ha uma proliferagdo de vortices livres e temos a fase paramagnéticas. Para
T < Tprr os vortices existem, mas ficam ligados em pares com cargas topologicas opostas e Fy (r) ~

2nJIn (r/A) (desprezando a correlacao). Esses vortices ligados sao responsaveis pela fase critica a baixas
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temperaturas. Notamos também que
n(Texr) =1/4, (84)

numa que é uma das assinaturas caracteristicas desta transicao.
Embora simples, os argumentos mostrados aqui contém a esséncia da transicio BKT e se mantém
corretos dentro de tratamentos mais sofisticados. Esse é um problema importante e que aparece em outros

sistemas fisicos como em arranjos de jun¢oes Josephson e magnetos dimerizados.
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