Resolugao - Exercicios - Céalculo IV - Aula 12 - Semana 9/11 —
13/11

Exercicio 1. Para cada func¢ao abaizo comsidere que seu dominio seja algum intervalo
simétrico pela origem I. Mostre que:

i) as fungdes go(z) = ¢ (c constante), g1(x) = ||, g2 = 2% e g(x) = cos(x) sio funcdes
pares.

ii) as fungoes hy(x) = x, hao(x) = 23, hz(x) = sin(x) sdo funcdes impares.
iii) se f e g forem fungdes pares, entdo f.g e f + g sdo também fungdes pares.

i) se f e g forem fungdes impares, entao f.g é uma fungdo par e f + g € uma fungdo
impar.

v) se f for par e g for impar, entdo f.g é fungdo impar.

Solugao. i) Como go(—z) = ¢ = go(x) para todo x € I, entdo go € uma funcdo par.
Como g1(—z) = | — z| = |z| = g1() para todo z € I, entdo g; é uma funcdo par.
Como go(—z) = (—x)? = 22 = go(x) para todo z € I, entdo go ¢ uma fungio par.
Considere a serie de Maclauren da funcao coseno:

cos(x) = Z(—l)” (;:;'
n=0

Lembre que o intervalo de convergéncia é R. Em particular a serie converge no intervalo
simétrico I. Logo obtemos que

cos(—x) = ;(—1)" ((_23;))'
- ;(—1)” (2n)!
= cos(z),

para todo x € I. Entao g(z) é uma funcao par.

ii) Como hy(—z) = —x = —hy(x), entdo hi(x) é uma fungao impar
Como hy(—z) = (—2)3 = —23 = —ha(z), entdo hy é uma fun¢do impar.

Considere a serie de Maclauren da funcao seno:

o x2n+1
sin(z) = ;(_1)"m

Seu intervalo de convergéncia também é R e, em particular a série converge no intervalo
simétrico I. Logo obtemos que

9]
" (_x)2n+1

sin(—z) = Y (~1) @t Tn

n=0
x2n+1

T 7;(71)" (2n + 1)!
= —sin(z),

para todo z € I. Entao hs(x) é uma funcgio impar.



iii) Se f e g sdo funcgdes pares, entdo f(—z) = f(z) e g(—x) = g(x). Dai:
(f.9)(=2) = f(=x)g(—x) = f(z)g(x) = (f.9)(x)

Além disso,

(f +9)(=2) = f(=2) + 9(—2) = f(z) + g(x) = (f + 9)(=)
Logo f.g e f + g sao fungoes pares.

iv) Se f e g sdo fungdes impares, entdo f(—z) = —f(x) e g(—z) = —g(x). Dai,

(f-9)(=2) = f(=2)g(—2) = (= f(2))(=g(2)) = f(x)g(x) = (f.9)(x)

Além disso,

(f+9) (=) = f(=2) + g(—x) = = f(x) — g(x) = —[f(z) + g(z)] = —(f + 9)(z)
Logo f.g e f + g sao fungoes impares.

v) Sejam f par e g impar, ou seja, f(—z) = f(z) e g(—z) = —g(x). Dai:
(f9)(=2) = f(—z)g(—x) = f(2)[-9(z)] = = f(x)g(x) = —(f.9)(z)

Portanto, f.g é uma fungao impar.
Exercicio 2. Dada f : [—L,L] — R uma fun¢io continua.

L L
a) Se f for par, entdo/ fl@)dx = 2/ f(z)dx.
-L 0

L
b) Se [ for impar, entdo/ f(z)dx = 0.
-L

Solugdo. Primeiro, observe que pela propriedade de substitui¢do para integrais definidas
obtemos a igualdade:

/ " flayde = / OL f(—a)da 1

a) Se f é par entdo temos que f(—z) = f(x) para todo x € [—L, L]. Assim temos que

/_LL f(z)dz = /_OL f(z)dz + /OL F(a)de

—@ /OL flx)dx + /OL f(z)dz
L
:2/0 F(x)dz.

b) Se f é impar entdo f(—x) = —f(z) para todo « € [—L, L]. Assim temos que

/LL f(z)dx = /OL f(z)dx + /OL F(a)de

() /OL f(—x)d:z:+/OL f(z)dx

= —/OL f(x)dx—k/()L f(z)dx
=0



Exercicio 3. Mostre que:
¢) 2cos(a) - cos(B) = cos(a + ) + cos(a — B)
d) 2sin(a) - sin(f) = cos(a — ) — cos(a + 3)
Solugao. Das expressdes de soma de arcos temos:
cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sin(«) sin(B)
cos(a — B) = cos(a) cos(B) + sin(a) sin()
¢) Adicionando ambas as expressoes chegamos a
cos(a + B) + cos(a — B) = 2 cos(a) cos(B)

Com g = a,
cos(2a) + cos(0) = 2 cos(a) cos(a)

2 cos(a)? = 1+ cos(2a)
d) Subtraindo a primeira expressdo da primeira temos
cos(a — ) — cos(a + ) = 2sin(a) sin(5)

Com (8 = a,
cos(0) — cos(2a) = 2sin(«a) sin(«)

2sin(a)? = 1 — cos(2a)

Exercicio 4. Nos problemas abaizo considere que p e q sao inteiros positivos:

a)
2m
/ cos(px)dx =0
0

b)
2m
/ sin(pz)dx =0
0

27 . 0 P 7& q
[
d)
/277 sin(pa) sin(gz)da = { 0 p#gq
0 ™ pP=q
Solugio.  a)
/27r cos(px)dr = (Sm(px)> -
0 p 0
sin(2pm) — sin(0)
B p
= 0
b)
/2" sn(pr)ds (‘COS(PCE)> o
0 P 0

cos(0) — cos(2pm)
p

= 0



c¢) Consideremos primeiro que p = ¢

2
/ cos?(px)dx = %fo% 1 + cos(2px)dx (6)
0
in(2pa) | [*™
=} (24 ) | (7)
=7 (8)

Agora suponha p # q

/:Trcos ((p+ @)x) — cos((p — q)x)dx
<sm p+z)  sin((p =gz ))

p+q p—q

/ 7 cos(pa) cos(qz)de

27

0

= m\)—l w\»—n

d) Consideremos primeiro que p = ¢

2 2m
1
/ sin?(px)de = = / 1 — cos(2pzx)dz
0 2Jo
1 sin(2px) \ |27
o\ % 0
=
Agora suponha p # ¢
2 1 2m
/ sin(pz) sin(qx)d. 5/ cos( )x) — cos((p + q)x)dx
0 0
1 (sm ~sin((p + q)x)) 2m
2 p+q 0
=0

Exercicio 5. Considere que a série de Fourier de f(x) dada pela serie

ag
5 Z an, cos(nz) + by, sin(nx))

s
possa ser integrada termo a termo. Mostre que a, = * f(x) cos(nx)dx para todo
—T

n>0,eb, = % f(z) sin(nz)dz para todo n > 1.

Solugao. Sabemos que

= ?O + l; ay, cos(kx) + by sin(kx))

Considere n > 0.

us

/7T f(z) cos(nx)dx = /Tr % cos(nzx)dx + ’i(ak /_: cos(kx) cos(nx)dx + by, / sin(kx) cos(nx)dx).

- —7 _ -7



Como o professor Possani observou na Aula 12 temos que

/Tr cos(kx) cos(nz)dx = { ?r ]]: i Z

—T

/ ’ sin(px) sin(gz)dz = { ?r Ziz

—T
entao obtemos que

i f (@) cos(nx)dx = a,m

logo

an = — ! f(x) cos(nx)dx.

—T

Similarmente considere a integral

™ ™

-7

! f(z)sin(nx)dz = /7r a;sin(nx)dx—&—i(ak/

—T —T k=1 —T

obtemos assim que

/” f(z)sin(nz)dz = b,w

—T

logo

by = — i f(z) sin(nx)dz.

—Tr

Exercicio 6. Encontre a série de Fourier das fungoes abaizo no intervalo [—m, ).

i) g(x) = 22
1, 0L
i) h(z) =4 =TT
0, —7<zx<0
Solugao. i) Como os coeficientes de Fourier sao dados por:
=1 [ fapa
ap = — . x)dx
1 s
ap = — f(x) cosnxdx
71— —Tr
1 (7 .
b, = — f(z) sinnzdzx
™ —Tr

Sendo assim, temos que:

1 [7 1 23
ag = 7/ :E2dx:f.x—
T ) _p ™ 3

Para calcularmos o termo a,,, temos:

s
—T

1 s

_ 2

ap = 7/ x“ cosnxdx
0

—T

cos(kx) sin(nx)dx+by, / sin(kx) sin(nx)dx).



ii)

sin nx

Integrando por partes com u = z? e dv = cosnzdz, temos du = 2zdr e v = =

Entao:
1 [ gsinnz|m T sinnx 1 ysinn o sin (—n) 2 [T
a, = —|x°—— — 2xdr | = — T -7 - = x sin nxdx
T n l-x e N T n n nJ_,
2 ™
= —— x sin nxdx
nmw

Usando novamente integragao por partes com u = x e dv = sin nxdx, obtemos du = dx

ev = —2"% Logo,
2 T cos nT |™ T cosnw
ap, = ——|—— + dx
nmw n —r e N
2 (—mcosnm  wcos(—nm) n sin nx |™
nmw n n n? l-x
2 (—cosnm  wcos(—nm)
nmw n n
—2 —2cosnmw
n n
4 cosnm
n2

pois sinnm = 0 para todo n € Z. Além disso, cosnm = (—1)" segue que

Agora, para b,, temos:
T
b, = / z?sinnazdr = 0
—T

pois f(z) = 2% é uma fungao par e sinnz é uma fung¢ao impar e portanto seu produto

é uma funcado impar. Assim,

fl@) = ?0 Z: p, cOS NT + by, sin nz
E— ™ cosne
e
Note que:
I 8 1
ag = — Odx + lde | =—7m=1
i — 0 i
E

=0

Ap =

0 . .
1 ™

(/ 0 cosnxdx +/ 1.cos na:dx) = 7.s1n e
- 0 T n lo

El

Por fim, temos que:

1 0 7 1 Tr . o
b, = — (/ 0.sin nxdx —l—/ 1.sinnxdx) _ o Zcosnzt ~ L (cosnm—cos0) = (=pr -1

Vs —T 0 T n 0 nr y
ou seja

{07 n par
bn =1 )
= n impar
Assim,
1 2 2 2
flx) = 3 + ;sinz + gsin?)x + asin5x+



Exercicio 7. Determine a soma das séries :

1)'n+1

i1) Zn 1
i) Ziil #
Solugdo. iii) Do Exercicio 6 (i) obtemos que a série de Fourier do s(x) associada pra

fungdo f(x) = 22 é dada por

w2 > ,, cos(nx)
s(r) = 5 +4> (-1) —

Portanto substituindo « = 0 na igualdade f(0) = s(0) obtemos que

**+4Z 1, COS nx)

n=1

Concluimos que

n=1

iv) Como no item anterior, considere f(z) = 22, e tome x = 7 , entdo obtemos que

[ V)

9y T Nt cos(mr B
T _§+4Z(71) — —+4Zn2

1 2
Dai obtemos que 437 | — = §7r2 e segue que
n
==
—n 6



