1.

[\

W

ot

j=p}

MAT0234 Medida e integracao
IME-USP segundo semestre 2020
Modos de convergéncia

Defini¢ao : Sejam f, f, : (X, A,u) — R. Dizemos f, — [ converge em
medida para f se lim,, o p({z; |fu(z) — f@)] >a}) = 0,Va > 0.
Escreveremos f, —, f.

Chamaremos E, (o) = {z; |fu(z) — f(z)] > a}.

Analogamente diremos que a sequéncia f, : (X, A,u) — R é de Cauchy em
medida se dados € > 0; e > Oexistir N € Ncom p({z; |fu(x) — fm(x)] >
a}) < eVn, m > N.

. Seja (X, X, n) espaco de medida finita. Dadas f,g: X — R mensuraveis, defina:

pUﬂ%=/-M;ﬁLdu

L+|f -y

Entao, identificando func¢oes que coincidem qtp., p define uma métrica no conjunto
das fun¢oes mensurédveis e f,, — f com respeito a esta métrica < f, — f em
medida.

Solucao: se p(fn, f) — 0 tomamos A, = {x € X com |f,(z) — f(x)| > €}. Agora

p(fas [) = fAn,e %du = fAn,e[l — m]du > p(Ane) [1 - 1] dp. Como
p(fns ) — 0 entdo p(A, ) — 0.
Reciprocamente, se f, — f em medida entao fAn€[1 _ mwﬂ

Suponha |f,| < g€ L'e f, — f em medida. Entao:

(@) [f=1lim [ f,.
(b) f,— f em L.

Convergéncia em LP implica convergéncia em medida. Segue da Desigualdade de
Chebyshev.

fn — fem medida <= Ve > 0,3N € N tal que Vn > N u({|f.(z) — f(x)| > €}) <
€.

Se (Vn € N)u(E,) < co e xg, — f em L' entao f coincide qtp. com a fungao
caracteristica de um conjunto mensuréavel.

Sejam f,,, f: X — C mensuraveis e ¢ : C — C.

(a) Se ¢ for continua e f,, = f qtp., entdo ¢ o f, = ¢ o f qtp.
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(b) Se ¢ for uniformemente continua e f, — f uniformemente (resp. quase uni-
formemente, em medida), entdo ¢ o f,, — ¢ o f uniformemente (resp. quase
uniformemente, em medida).

Suponha f,, — f e g, — ¢g em medida (q.u.), f,, g, a valores reais.

(a) (fu+9gn) = f+ g em medida (q.u.).

(b) fu,9n — fg em medida (qu.) se u(X) < oo, mas nao necessariamente se
u(X) = .
Solucao:

i. Mostre em primeiro lugar que se u(X) < 0o, dado d > 0,3¢ > 0, com p({|f(x)| >
c}) < 4. E analogamente para g.
Seja A = {|f(zx)] > ¢ e |g(x)] > c},com p(A) < §. Observe-se que
se € < |fagn = fol < |gllfa = fI + lgn = gllfa = fI + |fllgn — gl <
| fu = F1+1gn = 9llfn = F1 + clgn — gl-

1
ii. No caso u(X) =o0seja f, = © + —; f = z. Entado f, — f em medida
n
1 12
(qu.), mas f2 — f2 = (22— + — ) - 0 em medida (q.u.).
n o n

(¢) fnegn— 0em medida (q.u.) entdo f,g, — 0 em medida (q.u.).

Se f, — f quase uniformemente, entao f, — f qtp. e em medida. Mas nao
necessariamente em LP, p > 1.

No teorema de Egorov, a hipotese “u(X) < o0” pode ser substituida por “|f,,| < g,
onde g € LY.

Solugdo: seja A,y = {z € X/|fj(x) — f(z)] > < para algum j > n}. Entao
A, ¢ decrescente. Mostremos que p(A,x) < +oo. Com efeito, fX 2g du >
fAn,k 2g dy > fAn,k |fi(@) = f(z)| dp > 1 p(Ang). E a demonstragio segue como
no Teorema de Egorov.

Se p for o-finita e f, — f qtp, existem mensuraveis Fy, Ey, ... C X tais que
p((UPE,)°) =0 e f, — f uniformemente em cada E,,.

Seja 1 a medida de contagem em N. Entao f, — f em medida <— f, — f
uniformemente.

Contraexemplos em Tipos de Convergéncia

Convergéncia em medida nao implica convergéncia em LP. Com efeito, analise a

sequéncia f, = nP x 1.
(07;)

Se u(X) = +o0o, convergéncia qtp nao implica convergéncia em medida . Tome
In = X[n,+oo)-

Considere as seguintes funcoes para construir contraexemplos das implicacoes de

convergeéncia:
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In = X(nn+1)-
hn = TLX(OV%)

seja a sequéncia em [0, 1] dada por ¢1 = Xx[0,1], $2 = X[0,1/2), 3 = X[1/2.1] € etc. Em
geral ¢, = X[j 4120 onde n = 28 + 5 0 < j < 2% — 1 (dividimos o [0,1] em 2*
intervalos e pegamos a func¢ao caracteristica de cada um deles.

Esta sequéncia é muito interessante. Com efeito, ¢, — f em LP([0,1]) e ¢, & f
onde f = 0. Mas nao converge q.u nem q.t.p. Mais ainda, para cada x ¢ possivel
escolher uma subsequéncia ¢,; que converge para g, onde g,(z) =1 e g,(t) = 0 se
x #t.

Tudo isso acontece em X = [0, 1] com medida finita, e dominada por ¢;.

O que acontece com a sequéncia v, = 2F ¢,, onde a relacao entre k e n é como
acima?



