Lista 8. Cadeias de Markov. Teorema Ergodico. (sexta 13/11/2020)

Exercicio 1. Considere passeio aleatério simples em ndmeros inteiros {0,1,..., K}, K > 2 com transicoes p; ;41 =
p =1—p;i_1, quando i # 0, K, e com condicoes de borda pp1 = px.x =p =1—poo =1 — px,x—1. Achar a
probabilidade limite.

Exercicio 2.* Considere passeio aleatdrio simples X, em ndmeros inteiros ndo negativos {0} U N com transi¢oes
Diji41 =P =1—Dpi ;-1 > %, quando 7 # 0, e com condigoes de reflexao na borda pg; = p =1—pg. Sabemos que neste
caso todos os estados sdo transitérios. Seja p; = P(X, >4 | Xg =1i). Observe, que pg=1lep; =py=p3 =--- < 1.
Achar probabilidade p;.

Exercicio 3. Seja X,, uma cadeia de Markov com espago dos estados {0,1,2,3,4} e matriz de transi¢do a um passo
P para dois casos:

12 0 0 1/2 0 0 1/3 0 1/3 1/3
1/2 1/2 0 0 0 1/3 1/3 0 1/3 0
P=|1/4 1/2 0 0 1/4], P=| 0 0 2/3 0 1/3
o 0 0 1 0 1/4 1/4 0 1/4 1/4
0 0 1/2 1/4 1/4 0 0 1/3 0 2/3

Achar a medida invariante em ambos casos. Caso existe vérias achar pelo menos uma.

Exercicio 4. Suponha que em uma linha de montagem final para carros haja o seguinte conjunto de regras:
e Dois conversiveis ndao podem jamais se seguirem na linha, porque o contetddo de trabalho desequilibraria a linha.
e Uma perua deve ser seguida de um sedan para equilibrar a linha.
e Um sedan tanto pode ser seguido por uma perua como por um conversivel, mas nao por um sedan.

Somente esses trés modelos sao fabricados nessa linha. Monte uma matriz de transigdo possivel para essas regras,
inserindo as letras a, b, c,d, ... etc., para os valores que nao sao numericamente definidos pelas regras acima.

1. Se tivesse um programa de produgao dado por vetor de proporcao de cada tipo de carro a ser feito em um meés,
como poderia se determinar uma sequéncia de probabilidades que correspondesse ao programa e as regras das
sequéncias fornecidas neste problema?

2. Suponha que se firmou um contrato para se entregar 10000 carros ao final de um més. Desses 10000, aproxima-
damente 50% tinham que ser sedan, 10% tinham que ser perua e 40% conversivel. Determine alguma regra de
programacao de probabilidade que assegure essa produgao e que ainda corresponda as regras deste problema.

Exercicio 5. Para um processo de ramificacao, encontre a probabilidade de extingao my quando
L opo=1/4,p2 =3/4
2. Po = 1/6,])1 = 1/2,]93 = 1/3

Supomos que Xy = 1. Achar a média e a variancia de X,, para ambos os processos?

Exercicio 5. ([2], p.234) Modelo de difusdo de Ehrenfest. Suponha que se tenha um recipiente com uma membrana
que o separa em compartimentos A e B. Inicialmente, hd j moléculas no compartimento A e a — j no compartimento
B. Diz-se que ocorre uma transi¢do sempre que uma molécula atravessa a membrana (tanto de A para B como de B
para A). Seja X,, o nimero de moléculas no comportamento A apds n transi¢ées. Em cada transi¢ao, X, aumenta ou
diminui em exatamente uma molécula. Suponha que a probabilidade de que uma molécula mude de compartimento
seja proporcional ao nimero de moléculas no compartimento de onde saiu tal molécula. Monte um modelo de uma
cadeia de Markov desse processo de difus@o. O que pode dizer sobre a medida invariante do processo? Falam que a
medida invariante existe e ela é distribuigdo binomial. Confere?
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