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Exemplo 4.19. Modelo de mobilidade.

Supomos que as familias de uma sociedade estratificadas pela
renda em trés classes: classe alta, média e baixa. A transicao
de geracao para geracao pode ser resumida em seguinte matriz

de transicao:
0.45 0.48 0.07
P = 0.05 0.70 0.25
0.01 0.50 0.49

O que significa, por exemplo, que descendente de familia da
classe média vai formar a familia de classe alta, média ou classe
baixa com a probabilidade 0.05, 0.70 € 0.25. Achar a distribuicao
em porcentagem dessa populacao pelas renda em classes.
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Exemplo 4.19. Modelo de mobilidade. Solucao.

A medida de probabilidade limite # = (o, 71, m2) satisfaz equacao

7o = 0.45719 + 0.0571 + 0.017m>

w1 = 0.48mg + 0.707m 4+ 0.25m5

7> = 0.07m9 + 0.2571 + 0.497>
mo+m +m=1

a solucao

mo = 0.07, w1 = 0.62, m» = 0.31.
Em outras palavras, a sociedade cuja mobilidade representada
pela matriz P estratificada de seguinte modo: 7% da populacao
sdo familias de classe alta, 62% de classe média e 31% da classe
baixa.
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Teorema principal (ergodica).
Lembramos o teorema principal.

Teorema: Para qualquer cadeia de Markov ergodica

(todos os estados dela sdo ergodicos) o limite lim,, pg?)
existe e ndo depende do 1.

Seja
m = lim p{™, j>o.

n—oo 2‘7 ’
Entdo o vetor n' = (mg,m1,...) € solucdo Unica do
seguinte sistema

T =2 im0 TiPijy J 20
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Teorema principal (ergddica). Probabilidade limite
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Teorema principal (ergddica). Probabilidade limite
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(B) o =(1,0,0,0)

0.5 0.6185 0.6154099
P = 065 ,aTP5 _ 0.30815 ,aTPlo _ 0.3840-5902
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Teorema principal (ergddica). Probabilidade limite
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0.6 0.5882356 0.5882353
0.4 0.4117644 0.4117647
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Teorema principal (ergddica). Probabilidade limite
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Teorema principal (ergddica). Probabilidade limite

(C) o =(1,0,0,0,0)

0.5 0.3842 0.3863
0.5 0.2537 0.2500
alP = 0 PO~ | 01031 |,a'P?0 = | 0.1022
0 0.1663 0.1704
0 0.0926 0.0909

(C) o' =(0,0,0,0,1)

0 0.3887 0.3863

0 0.2555 0.2500

IP=| 05 |,a"P°= | 0.1014 |,a"P°=| 0.1022
0.5 0.1757 0.1704

0 0.0884 0.0909
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Problema da ruina do jogador.

Joao e Maria jogam xadrez. Maria joga melhor de que Joao em
média 2 contra 1 (chances de Maria ganhar um jogo sdo 2:1).
Para igualar as chances de ganhar banca, eles decidem que a
Maria fica com 5 pontos quando o Joao com 10. As chances de
ganhar a banca com esta divisao ficaram iguais para jogadores?

Solucao: N =15p=2/3,i=5: q/p=1/2

1—0.5°

Ps =105

= 0.97
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Problema da ruina do jogador.

Joao e Maria jogam xadrez. Maria ganha o jogo com probabili-
dade p. Para igualar as chances de ganhar banca, eles decidem
que a Maria fica com 5 pontos quando o Jodo com 10. Qual
deveria ser a probabilidade p, para que as chances de ganhar a
banca com esta divisgo ficariam iguais para jogadores?

Solucao: N = 15,4 =5: anotamos =z = q/p

1—2° 1
P5:—x: - = a3—2a—|—1 :O,JZZ \‘75 = (a—l)(a2+a—1)
1—z15 2

entdo o unico raiz em intervalo (0,1) &

5-1
a = \/_2 =062 = =091
= = 0.52.
P rz+1
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Problema da ruina do jogador.

Considere passeio aleatorio X, com probabilidades de transicao
Dii+1 =P =1 =1p;i-1 € poo = po1 = % em numeros inteiros nao
negativos E = {0} UN. Supondo que p > % (todos os estados
sdo transitorios) achar a probabilidade de que passeio vai atingir
o0 estado 0 pelo menos uma vez, comecando de estado i #* 0,

Xo=1>0.

Solucao: ( a cadeia € aperiodica? ) Representando o passeio
como problema de ruina de jogador, a probabilidade desejada &
a probabilidade de 1 — P, em jogo com a Natureza (N = o0),
assim, direto:



Aula 8. Cadeias de Markov. 12

Processo de ramificacao. Probabilidade de extincao.

Para um processo de ramificacdo, encontre a probabilidade de
extincao mg quando

1. po=1/2,p1 =1/4,p> = 1/4,
2. po=1/4,p> = 3/4,
3. pO:1/6ap1:1/2?p3:1/3'

Solucdo: g deve satisfazer seguinte equacdo wg = 2210 T pg:

1 1 5,1
0 2—|-7To 4+7ro 7 = o
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