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Exemplo Introdutorio.

Consideramos a seguinte matriz de transicao: P = ( 83 82 )

e calculamos P2, P* e P8 :

P2 — 0.36 0.64 P4 — 0.3344 0.6656
— \ 032 0.68 )° — \ 0.3328 0.6672 )’

P8 — 0.3333350 0.6666650
— \ 0.3333325 0.6666675 |-

Notamos que para todos os i's, a probabilidade p,fj’f”) converge
(quando n — oo) para algum numero que € 0 mesmo para todos
0S estados . Em outras palavras, existe uma probabilidade limite
de que O processo, depois de um numero grande de passos,
esteja no estado j, e esta probabilidade limite nao depende do
estado inicial. Para formular este teorema sobre a probabilidade
limite, vamos precisar de propriedades adicionais de cadeia de

Markov.
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Continuamos classificacao de estados.

Definicao: Diz-se que o estado ¢ tem periodo d se pg‘) =0 se

e somente se n ndo se divide em d, i.e. n/d tem resto diferente
de zero. Estado com d =1 chama-se estado aperiodico.

O passeio aleatorio simples € um exemplo onde qualquer estado
€ periodico com d = 2. Seja T; o tempo de voltar para o estado
1 comecando do 7 :

T, =min{n >0: X, =i}, Xo=/1.
Definicao: Se o estado i € recorrente, entdo ele chama-se

recorrente positivo se E(T;) < co. O estado i chama-se estado
ergodico, se este estado € aperiodico e recorrente positivo.
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Teorema principal (ergodica).

Agora estamos prontos para formular o teorema prin-
cipal de teoria de cadeias de Markov.

Teorema: Para qualquer cadeia de Markov ergodica

(todos os estados dela sdo ergodicos) o limite lim,, pg-b)
existe e nao depende do 1.

Seja
m = lim p™, j>o.

1]

n—0o0

Entdo o vetor n!' = (mg,m1,...) € solucdo Unica do
seguinte sistema

M = S o mipij, 3 >0
Zj:O =1
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Teorema principal (ergdodica). Observacoes.

(i) Notamos que a segunda equacao do sistema mostra que
O vetor m € uma distribuicao de probabilidade no conjunto de
estados da cadeia de Markov em consideracao.

(ii) Interpretamos o limite m; como a probabilidade do processo
estar no estado 5. Também pode ser interpretada como a fracao
de tempo que a cadeia passa no estado j (teorema ergddico
para cadeia de Markov).

(iii) Em caso de cadeia irredutivel, recorrente positiva, mas
periodica, mostra-se que © = (mj, j > 0) € uma solucdo unica
nao-negativa da equagcao, mas, nesse caso m; nao pode ser inter-
pretada como a probabilidade limite (em caso de cadeia periddica

nao existe o limite lim,, -« (77). Mas, neste caso, m; pode ser in-
pzy J

terpretada como a proporcao de tempo que a cadeia de Markov
visita o estado j.
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Exemplo 1.

Sabemos que se hoje chove, entdo, amanha vai chover com pro-
babilidade o, € se hoje nao chove, entao, vai chover amanha com
probabilidade 5. Construa uma cadeia de Markov correspondente
e ache as probabilidades limite desta cadeia.
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Exemplo 1. Solucao. ‘chove” — ‘“chove” com probabilidade
«, € “nao chove” — ‘“chove” com probabilidade 3.

Seja o0 estado " 0" corresponde a um dia que chove, e o estado
1" quando nao chove. A matriz de transicao é

|l a 1—-—«
P_‘B T2a

Cadeia irredutivel. As probabilidades limite € solucao do sistema
de equacodes:

TP — 7T 7o = moa + m1 3 _
{02 ={ m=nG 0+na-p «{ R
A To+m =1 ! 0
_ _ B —_B
@{ mo = Toa + (1=m0)f o § M= magp ) 0T Togs

m =1—mo ™ =1—1mg Wl:l—a-l—ﬁ'
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Problema da ruina do jogador.

Consideramos dois jogadores A e B. O jogador A
ganha um jogo com probabilidade p e recebe 1 real
do parceiro B. O jogador B ganha um jogo com pro-
babilidade q = 1 — p e recebe 1 real do seu parceiro.
Nao tem empate neste jogo. Todos as apostas sao
independentes. Seja N o numero total de reais que
oS jogadores tém. O jogo vai parar quando um dos
dois jogadores fica com todos os N reais.

Achar a probabilidade de jogador A ganhar o jogo, se
ele comeca com 1 reais.
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Problema da ruina do jogador. Solucao.

Se X, é a grana do jogador A depois da n-€ésima
aposta, entao, X, forma uma cadeia de Markov com
estados {0,1,2,..., N} e probabilidades de transicdes

poo =pnN =1, piix1 =P, pii-1=q=1-—p,

A cadeia possua trés classes: {0},{1,2,...,.N —1} e
{N}. Classes {0} e {N}. sdo recorrentes. A segunda
classe é transitoria, isso significa, que o jogo acaba
(em tempo finito), i.e., com probabilidade 1 ou A ou
B estara com toda grana.
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Problema da ruina do jogador. Solucao.

Seja P, probabilidade de que o jogador A ganhe o jogo, dado
que ele comegou com ¢ reais:

P,=P(En: X,=N| Xo=1).
Condicionando pelo resultado da primeira jogada, obtemos

P=P(@En: X,=N|X1=i+1DP(X1=i+1]|Xo=1)
+PEn: Xo=N|X1=i—1)P(X1=i—1]| Xo=1)
=pPy+1 +qFP—1, 1=1,2,...,N —1.

Reescrevemos isso de outra forma, usando o fato que p+qg=1":

(p+ )P, =pPit1+ qPi—1
P -P=%pP-P_y), i=1,2,...,N—1.
p
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Problema da ruina do jogador. Solucao.
A probabilidade Py € igual a zero, logo

r-pP=%r-pr)=1p
p p

q q\?
P3s—P,=—=-(P—P) = (—) Py
p p

Logo
q 7\ 2 N
en (@) (e ()
b b b
ou
1—(q/p)’ q
p=1 Twniy 5,71
1Py, se ]% = 1.
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Problema da ruina do jogador. Soluc3ao.

1-(a/p)’'
p—J Twwly se,Fl
1P, se g = 1.

Usando Py = 1, obtemos

1-(q/p)
P = 1-(q/P)™” se p 7
se p=

N[N

Assim, segue que

1—-(q/p)"’
= 1-(¢/p" P a
se p=

NI N[+

(1)
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Problema da ruina do jogador. Solucao.

Notamos que se N — oo

Pi-){ 1_<%)i’ €p~>
0, se p<

N[N

Se a probabilidade de ganhar numa jogada é maior de que 50%,
entao, a probabilidade de que a quantia de reais cresce para
sempre € positiva. Este tipo de jogo as vezes chama-se um jogo
com o Universo (ou Natureza).
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Problema da ruina do jogador. Exemplo 2.

Suponha que A € mais esperto do que B: A ganha uma aposta
com probabilidade p = 0.6. Qual € a probabilidade de que o
jogador A ganhe a banca se ele comeca com 5 reais, enquanto
O jogador B comeca com 10 reais? E se A comeca com 10 reais
e B comeca com 20 reais?

A probabilidade desejada pode ser calculada através da formula,
usando 1 = 5, N = 15, e p = 0.6. Assim, obtemos que a proba-

bilidade é
1- (91— (2)°
Ps = (qp)15 = (23)15 ~ 0.87.
=) 1-(9)
A outra probabilidade &
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Processo de ramificacao.

Supomos que um individuo gera k filhos com probabilidade py.
Seja Xp 0 numero inicial de individuos e suponha que cada in-
dividuo gera filhos independentemente um do outro. Filhos de
Xo individuos formam a primeira geracao Xi, filhos da primeira
geracao formam segunda geracao X, etc. {X,,n = 0,1,...}
forma uma cadeia de Markov com estados NU {0}. Notamos
que o estado 0 € um estado absorvente (pgo = 1).

Notamos também que se pg > 0, entdao todos os outros estados
sao transitérios (porque a probabilidade de acessar o estado
absorvente é positiva pio = pj). Assim, se pp > 0, entdo, a
populacao ou vai ser extinta ou vai crescer até o infinito.
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Processo de ramificacao.

Sejam p e 02 a média e variancia do nimero de filhos.

o= kak o’ = Z(k—ﬂ)zpk
k=0 k=0

Calculamos a média e a variancia de X,. Notamos que X,, pode
ser representado da seguinte forma:

Xn-1
X, = Z Z.,
k=1

onde Z; representa o numero de filhos do k-ésimo individuo da
(n — 1)-ésima geracdo. Temos

Xn-1
E(X,) = EECY, | X)) = E(E(D 20| Xaot) ) = ECaoam) = nECX-),
k=1

A Ultima equacdo nos diz que se Xp = 1, entdo E(X,) = u".
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Processo de ramificacao. EXxercicio 2.
Prove que

2, n—1(p'=1 i
Var[X,] = 7 ’Z (M—1>’ /.f,u 71
no<, ifu=1
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Processo de ramificacdo. Probabilidade de extincao.

Seja mg a probabilidade de extincao da populacao

mo = lim P(X, =0 | Xo = 1).

n—oo

Notamos que mp =1se u<1le

Ut = E(X,) = ikP(Xn — k) > i P(X, = k)

=P(X,>1) - 0 quando n — cc.

Pode ser provado que quando u =1, também temos no = 1. E
quando u > 1, mp € solugao da seguinte equacao:

o0
— k
T = E ToPk-
k=0
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