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OTIMIZACAO
CLASSICA



PONTOS ESTACIONARIOS (derivada primeira nula)

Fonte: Gusalberto8 (2011)

PONTOS DE MINIMO (derivada primeira nula e derivada segunda positiva)
E DE MAXIMO (derivada primeira nula e derivada segunda negativa)

D

Fonte: Chiang (1982) Fonte: Leithold (1977)



PONTOS DE MAXIMO

PONTOS DE MINIMO

Fonte: Khan Academy (2020)



PROGRAMACAO
NAO-LINEAR



ESTRUTURACAO DE MODELOS NAO-LINEARES

Embora a abstracao relativa a linearizacao possa ser uma vantagem interessante
quando da formulacdo de modelos matematicos (tendo em vista a versatilidade
de algoritmos tais como o Simplex, assim como a larga escala de software
disponivel para Programacdo Linear), ndo ha4 como ndo considerar a
caracteristica de ndo-linearidade de uma série de sistemas agroindustriais. Por
exemplo, ndo necessariamente uma funcdo custo unitario de transporte é
constante e linear, podendo assumir o comportamento de uma funcao tipo

hipérbole equilatera, implicando que para maiores distancias esta associado um
menor custo unitario de transporte (vide Figura 1).
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Figura 1 - Comportamento do frete unitario praticado para o milho, em funcdo da

distancia percorrida. Fonte: SIFRECA (1997). Fonte: Caixeta-Filho (2015)



Diferentemente da Programacao Linear, ndo existe um algoritmo
“universal” para Programacao Nao-Linear, uma vez que 0S graus
e complexidades de nao-linearidade podem ser bastante
diversificados. Por exemplo, pode ser identificada a nao-
linearidade restrita a funcdo objetivo, que pode variar para cada
uma das variaveis; pode ser exclusiva a uma ou mais restri¢oes;
ou ainda envolver tanto restricbes quanto a funcao objetivo.
Portanto, para cada combinacdo especifica de classes de nao-
linearidade podem ser recomendados algoritmos especificos, que
por sinal continuam a ebulir pela literatura especializada.
Ressalte-se também que, diferentemente de programacao linear,
para programacao nédo-linear ainda ndo ha garantia da obtencdo do
chamado otimo global, mas somente de pontos de otimo local.
Inclusive, em vista dessa limitacao, a otimizacao global vem
justificando um grande numero de trabalhos de pesquisa.

Fonte: Caixeta-Filho (2015)



Dada a fungido de utilidade

U=xpx, +2x (1)
sujeita a restricdo orcamentaria:

4, +2x, =60 (2)
calcular o nivel de utilidade maximo.

Note-se, tnicialmente, que a ndo-limeandade do problema
esta restrita 3 fungdo objetivo, tendo em vista o produto cruzado

entre as duas vanaveis de decisdo do problema.

Reescrevendo a fungdo objetivo e a restrigdo orcamentaria,

fem-se:

U= x (5 +2) 3)
sujeitg a:

x, =30—-2x; (4)

Substituindo a restricdo na funcio objetivo:
U=x(30-2x )+ 2x (5)

= '—2--: 2--= 2--_2'-: I [
U =302 — 2 + 2% =325 — 25 © Fonte: Caixeta-Filho (2015)



Calculando as condigdes de 1a. g 2a. ordem de otimizacio
classica:

Lo _ax 4 31220 (7)
li_::!:!';1
- i< 8)
ox;

Portanto, se houver um ponto de étimo, este devera ser um
ponto de maximo (derrvada segunda negativa). Assim sendo,
COMmo:

—4x, + 32 =0 — x, =8 (9)
Substitindo na restricdo:
- x, = 14 (10)

0 que resulta num valor maximo de 128 para a funcdo Utilidade.

Observe-se que para esse problema, ha ainda a
peculiaridade da restrigdo ser do tipo “igualdade™, e envolvendo
apenas duas vaniaveis, o que facilita a utilizacdo do artificio de
substituicdo da restricdo na propria fungdo objetivo.

Para casos que envolvam restricdes do tipo “igualdade™,
mas com mais restrigdes, o método do multiplicador de Lagrange
& recomendado.

Fonte: Caixeta-Filho (2015)



Método do Multiplicador de Lagrange

Dada uma funcio genérica 7

Z=1{xy) (11)
suelto a:
g y)=c (12)

O chamado Lagrangeano correspondente (L) pode ser
construido como sendo:

L=fx y)+x[c—gky)] (13)
onde i & o chamado multiplicador de Lagrange.

Os valores estacionarios para a funcio L podem ser obtidos
a partir da aplicacio das condigdes da otimizacdo classica, ou seja:

i :\-L

L{= &) =c-exm =0 (14)
(8L

L= = } =fi—Ag =0 (15)
ke [ 8

{ o3 2!
1 =|=%Ll=5 —4g =0 (16)
il v _

Fonte: Caixeta-Filho (2015)



Perceba-se que com a aplicacdo das condigdes de la
ordem da otimizacdo classica ao Lagrangeano, a expressio (14),
referente a &, passa a representar a restrigdo original (12), enquanto
(15) e (16) s3o as expressdes pertinentes as variavels X; € X,, tal
como numa situacdo wrrestrita. Assim sendo, o sistema de equagdes
simultineas (14), (13) e (16) nada mais é que uma representacio
alternativa ao problema formulado em (11) e (12), 36 que mais
facilmente solucionavel.

Portanto, para o exemplo representado pelas equagdes (1)

e(2):
as eguacdes (14), (15) e (16) podem ser resolvidas
simultaneamente,_ de tal forma que:
oL
- =60 - 4x, — 2x, = 0 (18)
& A
7L ) ) X, + 2
S —x, +2-41=0->1=22"7 (19)
ox, 4
oL . - x
e =y -2i=0-4="L (20)
&, 2
Das equacdes (19) e (20), obtém-se:
X, = 2x;, — 1 (21)

Fonte: Caixeta-Filho (2015)



Substituindo (21) em (18):

60 — 4x; — 2(2x;, —2) =0 (22)
x; = 8 (23)
Substituindo (23) em (21):

x, = 2(8) — 2 (24)
x, = 14 (25)
Substitmndo (25) em (19):

x, +2 -—44 =10 (26)
A =4 27

Substitmindo (23), (25) e (27) em (17):
L=128 (28)
0 que confirma o resultado obtido anteriormente.

Ressalte-se que se trata de um procedimento,
diferentemente do anterior, em que varias restrigdes tipo “equacio”
podem ser consideradas. Entretanto, ndo se trata do método mais
adequado para o tratamento de problemas ndo-lineares que
envolvam restrigdes tipo “inequagdes”.

Fonte: Caixeta-Filho (2015)



Meétodo Grafico

Tomando como referéncia um exemplo, envolvendo apenas duas
variavels, com a ndo-lineandade especifica a uma das restrigdes:

Max 7= 2x + x,
s1eito a:

2x; + 3x, < 12
Xp.% =0

Pode ser observado, a partir da Figura 2, que a regifio viavel ndo é
um poligono convexo, tal como se espera em um problema de
programacido lmear. Os vértices dessa regido viavel podem ser
classificados comp pontos de otimo local, sendo o ponto de
maximo global representado pelo ponto P (6; 0).

i

Figura 2 - Resolugdo grafica de problema com restrigio nio-linear.

Embora extremamente didatico, e interessante para a solugio de
modelos ndo-lineares que envolvam inequacdes, o método grafico
apresenta as limitacdes naturais associadas a impossibilidade de
solucdo de problemas com maior mimero de vanaveis.

Fonte: Caixeta-Filho (2015)



Condicoes de Karush-Kuhn-Tucker

Como ja discutido antenormente, ndo se tem a disposicdo, ainda,
algontmos eficientes que garantam 3 obtencdo de eventuias pontos
de 6timo global para modelos ndo-lineares. Além disso, ndo ha
técnicas que possam ser consideradas como suficientemente
genéricas para a identificacio de pontos de 6timo local. Em vista
disso, sdo apresentadas a seguir as chamadas condigdes de Karush-
Euhn-Tucker, as quais possibilitam somente um teste de
otimalidade; ndo se tratando assim de um mecanismo para a
obtencio da SOLUCAO OTIMA.

Tome-se como exemplo um problema extremamente simples, tal
como apresentado a seguir.

Max m=1{xq)
sUjElto a
x, = 0

As trés possibilidades de solucdo para tal problema est3o 1lustradas
na Figura 3.

M2 (Ctel) = m e
B, B

LET ) (ci

Figura 3 - Possiveis solugdes para um problema de maximizacio
de funcido objetivo ndo-linear, suyeita a restricdo de nio-
negatividade.

Fonte: Caixeta-Filho (2015)



Noie que ara o diacrama (a), ao ponto A corresponde uma

solucdo dita interna. com um valor de xq = 0 e £7(xy) =0; para o

re I'EEEI‘ltEld.ElE 1:35 l:'_'lﬂtDS CED X —'I} ﬂlElEEDﬂilf w1 = 0.

Assim sendo, de uma maneira genérica, sdo observadas as
seguintes relacdes para essas trés possibilidades de solucio:

Flx)=0

x, = 0

x flx)=0

Aszsim sendo, a partir desse tipo de observacdo, percebeu-se que
podem ser defimdas algumas condigdes que devem ser satisfeitas
por um ponto de otimo local em um problema de otumizacdo
condicionada, de caracteristicas ndo-lineares, e envolvendo
restricdes tipo inequacoes.

Fonte: Caixeta-Filho (2015)



Sera mostrada a aplicagdo das condigdes de Karush-Kuhn-Tucker
para o exercicio apresentado na sequéncia (trata-se de uma
padromza;ao valida para problemas de maxmzaq;ao com
restricdes do tipo < e para problemas de minimizagdio com
restrigdes do tipo = - as transformagdes devidas tém que ser feitas
para esses padrdes, de tal forma que 1sso possibilitara a aplicagdo
das condigdes de Karush-Kuhn-Tucker conforme ilustrado a
seguir).

Max flxy)=12xy -3y’ - x’
sujeita a

x+y £ 16

Solugio:

Lo fix,y)+2(16-x~Yy)

CL-IZy 2x—-A=0

C‘I

‘fL = [Ph=ibg—9.= 8

cy

el

A== A16-x—y)=0
& oA

Fonte: Caixeta-Filho (2015)



1* POSSIBILIDADE: =0

12y — 2x = 0] x=6y =y =0 £0.0) =0
v=0 x=05r] 77 St

[—
-,

I
)
—

I

2*POSSIBILIDADE: (16 — x — v)=0

x=16—-vw
Substituindo:

12y -2(16-3) + 1 =0]
> 12y-32+421=192-12y -6y
12{16 —v)—6yv+ A =DJ

2y =224
y=17
=9
b= 66

£9,7) =528

Portanto, dado que se trata de um problema de maximizacio, a
melhor solugo corresponde a f{9.7), que tem um valor para a
funcio objetivo (“5287) superior ao observado para £{0,0).
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Fonte: Caixeta-Filho (2015)



Portanto, a principal diferen¢a da “otimizacao classica”
(quando se tem uma estrutura nao-linear com restricoes) da
conta da analise do comportamento de:

/1& 0
oA

Para um problema com uma restri¢cao, tém que ser analisadas
2 possibilidades; para duas restricoes, 4 possibilidades; para
n restricoes, 2" possibilidades.

E, relembrando, as condicoes de Karush-Kuhn-Tucker
funcionarao como um teste de “otimalidade dos pontos
candidatos a solugdo 6tima, sendo que o “melhor” ponto sera
considerado um “otimo local” (algoritmos ainda se
encontram em desenvolvimento para a obten¢do do “6timo

29
global ) Fonte: Caixeta-Filho (2015)
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LICAO DE CASA:

Discorra sobre problemas - no
mundo de negocios em geral -
que poderiam ser
representados por modelos
nao-lineares (até 19/11, quinta,
19h - limite maximo de 1
pagina A4)



