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A prova é individual. Utilize somente resultados dados em sala de aula. Os resultados dados em sala de
aula podem (e devem) ser usados sem demonstragdo, a ndo ser, claro, quando estamos pedindo para que sejam
demonstrados.

Boa Prova!

Exercicio 1. Seja U C R? um aberto e u € C*°(U).
(1,0 ponto) a) Para cada z € U e r > 0 tal que B(z,r) C U, calcule

d2
V)= g f,,  u)dS()

(1,0 ponto) b) Mostre lim,_,o+ U(z,7) = 3Au(z).
(1,0 ponto) ¢) Use os resultados acima para demonstrar novamente uma proposi¢ao vista em sala de aula: Se
u € C>(U) é uma funcdo para a qual vale a formula do valor médio, ou seja, u(x) = f@B(az " u(y)dS(y) para todo

x €U er>0tal que B(z,r) C U, entdo a fungdo u é harmonica.

Exercicio 2. (1,5 ponto) Seja u : R™ — R uma fun¢ao harmonica. Mostre que se u(0) = 0, entao para todo R > 0,
existe x € R™ tal que |z| = R e u(x) = 0. (Dica: valor médio)

Exercicio 3. (1,25 ponto) a) Dado U C R™ um aberto, mostre que para todo j € {1,...,n},u € D'(U) e f € C=(U),
vale Oy, (fu) = (On, f)u+ f (0r,u). (Dica: Use a definigdo de derivada de distribui¢oes e multiplicagdo por fungéo
com distribuices e calcule 9., (fu) () e (9, f) u(p) + f (Oz,u) (¢), em que ¢ € C(U).)

oK

(1,25 ponto) b) Seja K a solugao fundamental da equagao do calor em R™. Sabemos que 5> — AK = dg, ou seja,

o0 L e (0o a o g o (Rn
(0.1) /0 /(m)e ( 2 0,1) - Al ,t))d dt = (0,0), Yy € C(R™).

Mostre que a fungao K. definida abaixo:
e—ct =2
Ko(w,t) = e 'K (x,t) = { am3e o >0

0, t<0

é a solugao fundamental de % — A +¢, ¢ >0 éuma constante. (Dica: O que ocorre se colocarmos e~ (z,t) €
C2°(R?) na integral 0.17) OBS: Nao é necessario usar o item a.
(0,5 ponto) c) Seja f € C*(R™). Ache uma férmula dada por uma integral em termos de f e K. para uma
solucao de
ou
ot
Exercicio 4. Seja U C R™ um aberto limitado de classe C!. Considere o seguinte problema
é) 1%} 1%}
Bu(r,t) =0 S S (aij(x)ﬁuj(x,t)) . (2,1) € Ux]0, 00|

(0.2) u(z,t) =0, (z,t) € OUx]0,00]
u(z,0) = wug(x), zeU

(x,t) — Au(z, t) + cu(z, t) = f(z,t).

em que ug € C%(U) é tal que ug(z) = 0 para x € U e as fungdes a;; : U — R sdo tais que

1) aij; € Cl(U)

ii) a;5 () = aj; (x) para todo z € R™.

iii) Existe ag > 0 tal que Y i, Z;;l a;j () &€ > ao |§|2 para todo z € R" ¢ £ € R® . (Em particular,
Z?:l Z?:l Qij (:l?) %(Ivt)aa?u;(x’t) = O)

(1,25 ponto) a) Mostre que se u € C?*(U x [0, 00[) é solugao da Equacio (0.2), entao

E(t) = /Uu(x7t)2dx, t €1[0,00]
1
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¢ uma fungio nao crescente. Dica: Se f e g sdo fungdes de classe C1(U), entdo

| )5 @i @)z + [ f@)glamds(a).

U Ox; oU

(1,25 ponto) b) Mostre que existe no maximo uma solucio em C?(U x [0, co[) do Problema (0.2).
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FORMULARIO. (NEM TUDO E NECESSARIO)

B(z,r)={y €eR™; [y —z| <r}, B(w,r) ={y e R™; |y —a| <r}, 0B(z,r) ={y e R™; |y — x| =r} e S" 1 := 0B(0, 1).

|B(z,7)| := / dy ¢é o volume da bola B(z, )
B(z,r)

|0B(z,7)| := / dS(y) é a area da bola B(z,r)
OB (z,T)

|S" 7| = / dS(y) ¢ a area da bola unitaria
sn—1

Por exemplo, se n = 2, entdo |B(z,r)| = nr? e |0B(z,7)| = 27r. As médias sio definidas como

1 1
dy = 1 d dS(y) = ———— dS(1).
‘fB(CCﬂ") f(y) Y ‘B(l‘, T)' B(z,r) f(y) ve xfBB(ac,r) f(y) (y) |8B(1‘, T)' OB(z,r) f(y) (y)

Lema 5. Seja U C R™ um aberto e f : U — R uma fungdo continua. Seja x € U, r >0 e B(x,r) C U. Logo
1) fopem F@ASW) = Jgu s flz+r2)r"1dS(2).
2) [0B(z,r)| =r" " [S"71.
3) fB(m,r) fly)dy = for (fsn—l flz+ sz)dS(z)) s"lds = for faB(m,r) f(y)dS(y)ds.
rn Snfl
4) 1B, r)| = TEL
Teorema 6. Seja U C R™ um aberto e u: U — R uma fungdo. As sequintes propriedades abaizo sao equivalentes:
1) A fung@o u € harmonica, ou seja, u € C*(U) e Au(z) = 0 para todo x € U.
2) A fungao u € continua e u(x) = fB(m » udy, para todo B(z,r) CU.

3) A fungao u € continua e u () = JCBB(I y udS, para todo B(z,7) CU.
4) A fungio u € C*°(U) e Au(z) = 0 para todo x € U.

Teorema 7. (Remogio de singularidades) Seja U C R™ um aberto e xo € U. Considere uma fungio u : U\ {zo} — R
harmonica tal que

; [u(z)] _ —
(0.3) im0 Tl —agn = 0 n=2
limg gz |2 — 20" " |u(z)] = 0, n>2

Entao existe o limite limg_q, u(x), o limite € finito e a fungdo v: U — R dada abaizo é harmonica

u(x), T#x
v(z) = { limgyp u(z), = ;tg

Teorema 8. (Principio de Reflexio) Seja U C R™ um aberto tal que, se (z',x,) € U, entdo (x',—xyn) € U. Consideremos
0s sequintes conjuntos:
Uy = {(1,'/,1,‘") eU;z, = 0}
Uy = {(m',xn) eU; x, > O}
U_ = {(ac/,acn) eU; x, < 0}
Seja u : Up UUt+ — R uma fungdo continua tal que u|U+ : Uy — R é de classe C* e Au(x) = 0, para todo x € Uy. Se

u(x) = 0 para todo x € Uy, entao a func¢ao v : U — R definida abaizo é harmonica:

u(@’, zn), re Ut
vz zn) =< 0, z € Uo
—u(x',—xn), ze€U-

Teorema 9. (Liouville) Seja u : R™ — R uma fungdo harménica e limitada. Logo u € a fungdo constante.

Definigao 10. Uma distribuigao u € D’(U) ¢ um funcional linear u : C°(U) — R continuo.

Exemplo 11. A distribuigdo Delta de Dirac §y € D'(R™) é dada por dp(¢) = ¢(0), ¢ € C°(R™).

Definigao 12. Seja U C R", a € N} e u € D'(U). Definimos a distribuigaio 0°u € D’(U), chamada de derivada da

alal

distribuicao u de ordem «, da seguinte forma: d%u(¢) = (—=1)1*u(8%¢), ¢ € C(U), em que usamos a notagio 9% := S

Definigao 13. Seja U C R" um aberto, u € D'(U) e g € C*°(U). Entao definimos a distribuicio gu € D'(U) da seguinte
maneira: gu(¢) = u(g¢), ¢ € C(U).

Definicao 14. Uma distribuigao v € D'(R™) é chamada de solugao fundamental do operador P (9) = 2 jal<m @0,
aa € R, se satisfizer ngm aa0%u = 4.
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Em particular, se u = Ty, em que g é uma funcéo continua ou localmente integravel (lembramos que T, (¢) = [5, g(2)¢(x)dz),
entdo u serd uma solugdo fundamental se, e somente se,

S (-1 aa / 9(2) L2 (2)dz = 6(0), Vo € C= (R™).

n ox™

[a|<m

Exemplo 15. A solugio fundamental do calor % — A ¢é a distribuicdo associada a fungao dada por
—L e liltz t>0
K(z,t)=q @z ’
0, t<0

Definigao 16. (Teorema da Divergéncia) Seja U C R™ um aberto limitado de classe C* e F : U — R™ uma funcdo de
classe C*. Logo

F (z).v(z)dS(z) = / V.F (z)dz,
U U
em que v : U — R™ é o vetor normal unitario que aponta para fora de U.

Proposicao 17. Seja U C R"™ um aberto limitado de classe C* e f e g duas funcées em C* (U) Logo

(0.4) OF ()g(e)de = /U f(x)

U Bml

2L @yde+ [ f@g@m(@)as(@)
z ouU

em que i € {1,...,n} ev(z) = (vi(x),...,vn(x)) € a normal a OU no ponto x e que aponta para fora de U.



