SISTEMAS AUTONOMOS

Consideremos o sistema nao linear

(ﬂf'lzfl(xl,l'g,"' ,I’n)
(1> < 3;:2:]('2(:8173327'” 73:71)
\ﬂflzfn(xl,ﬂfg,“' 7xn)
sendo fi, fa, -+, fn funcoes de clase C' em um dominio D C R".

Um sistema do tipo (1)) (em que as fungoes f; nao dependem de t), é
denominado sistema auténomo. (observemos que D é subconjunto
de R" e nao de R"*!, o que serd importante no que segue.

Se

z1(y) F(x)
X — .’L’Q'(t) o F(X) _ FQ.(X)
| 2a(t) Fu(x)

o sistema (1| pode ser escrito na forma:

2) x = F(x)

Sejam x(t) e y(t) duas solugoes de ([2)) satisfazendo a mesma condicao
inicial em instantes diferentes do tempo, ou seja: x(tg) = y(t1) = 7.

Definindo z(t) = y(t + (t1 — to)),, teremos
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z(t) = y(t + (ta — t1))
fly(t+ (t2 — t1)))

= [f(z(t))

e z(ty) = y(t1) = x(ty) . Do Teorema de Existéncia e Unicidade,
segue que

y(t + (t1 — t9)) = z(t) = x(¢), ou seja, x e y diferem apenas por
uma translagao no tempo.

Portanto, nao temos mais informacoes olhando as solucgoes do sis-
tema () em D x R basta olhar no dominio D e podemos supor
que a condicao inicial esta dada no instante initial ¢ = 0. As cur-
vas parametrizadas em D definidas pelas solugoes do x(t) sistema
com condigao inicial x(0) = x¢ € D sao denominadas drbitas ou
trajetorias do sistema passando por xp. A cada ponto x em D,
corresponde um tnico vetor F(x) tangente a drbita passando por
X em um instante qualquer ¢. E entdo conveniente representar as
trajetorias como curvas no dominio D com sentido de percurso de-
terminado pelo campo vetorial F.

FiGURE 1. Uma trajetéria do sistema
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Suponhamos que D = R" e que as solucoes de (2)) estejam definidas
para todo t € R.
Se denotarmos por ®(t, xy) a orbita passando por xy (no instante
t = 0, entdo um argumento semelhante ao de acima mostra que ®(t+
s, xg) = P(t, P(s,xg)) para t,s € Re xy € R". Denotando ®;(x) =
O(t, ), teremos uma familia a um parametro de transformagcoes
d, : R" — R", satisfazendo
e O, ¢é continua.
o &, = Id.
oD, =P, 0P,
Uma familia a um parametro de transformacoes com essas propriedades
¢ denominada um fluzxo ou sistema dinamico. O objetivo da teoria
qualitativa dos sitemas dinamicos ¢ estudar o comportamento das
orbitas P(t, ry) quando xy varia no espago de fase.
Para este objetivo ¢ especialmente importante encontrar as solucoes
especiais de dois tipos:

e Pontos de equilibrio,
e Orbitas periodicas.

1. PONTOS DE EQUILIBRIO

Definigao 1. Uma solugao constante de (2) x(t) = xy, para todo
t € R € denominada uma solug¢o ou ponto de equilibrio (ou ponto
singular, ou ponto critico) do sistema (|1)).

Se xo ¢ um ponto de equilibrio do sistema (/1)) entao:
x(t) =0=F(x(t)) = 0= F(x() = 0 e reciprocamente, ou seja

Proposicao 2. Um ponto xy € R" € um ponto de equilibrio do
sistema (1)) se e somente se F(ay) = 0.

Em vista desta proposicao, para encontrar as solucoes de equilibrio
do sistema (), basta resolver uma equagdo algébrica.
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Exemplo 3. Consideremos a equacao de 2° ordem : x—8xx = 0.
Fazendo y = x , obtemos o sistema:

T =Yy
) {y = 8y,

Os pontos de equilibrio sao os pontos (x,y) tais que y = 0,
ou seja, 0s pontos do eixo x. Para as outras solucoes, supondo

T #0 (ou sejay #0), teremos a equagao:
dy

dy _ qt _
d,f_ t_8w.

Seque que y(v) = 42> + K.

&| &|&|
8

Para o estudo do sistema é importante entender o comporta-
mento das orbitas com condigoes iniciais proximas dos pontos de
equilibrio.

Definicao 4. Dizemos que um ponto de equilibrio x; € estdvel
se, dado € > 0 existe 6 > 0. tal que, se d(x(0), ) < I entdo
d(x(t), zy) < €, para todo t > 0.

Definicao 5. Dizemos que um ponto de equilibrio xy € assintot-
wcamente estdvel se xy € estadvel e, dado € > 0, existe n > 0. tal
que, se d(x(0), xy) < n entdo d(x(t), xy) — 0, quando t — oo.

2. ORBITAS PERIODICAS
Definicao 6. Uma solugao x(t) de ¢ dita periodica de periodo
T se x(t +T) = x(t) para todo t € R.

Observacao 7. Se x(ty + 1) = x(ty) para algum ty € R entao
x(t) € orbita periodica. De fato, usando a notacdo de sistemas
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dinamicos, ®(t, xg) = x(t) teremos, para todo t € R

x(t+T)=0(t+T,xg) =Pt —tg+to+ T, x0)
= O(t — o, P(to + T, z0)) = P(t — tg, P(to, z0))
= O(t — ty + to, xo) = P(t, x0)
= o(t).

Ao contrario do que ocorre no caso de pontos criticos, a pesquisa de
orbitas periddicas nao pode, em geral, ser reduzida a um problema
“algébrico” e pode ser bastante dificil. No caso do plano, porém
temos um resultado importante, o Teorema de Poincaré Bendizon
que da condicoes suficientes para a existéncia de orbitas periddicas,
COIMO Veremos.
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