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Programa

> Algebra linear basica: calculo matricial, determinantes, sistemas lineares, produto
interno, norma, ortogonalidade, autovalores e autovetores

v' Estrutura de Dados: variaveis (resposta, explicativa), unidades amostrais e
experimentais

v' 1.1. Comparacao de 2 ou mais grupos: Testes Classicos (teste t, Wilcoxon,
ANOVA), Testes de Aleatorizacao, Comparacdes Multiplas, Efeitos Genéticos

v 1.2. Analise de Tabelas de Contingéncia: Testes Qui-Quadrado, Regressao
Logistica. /

2. Analise Multivariada de Dados: Componentes Principais, Analise Discriminante e
Classificacao| modelos MANOVA, Correlacéo Canodnica

3. Simulacao de Monte Carlo, Intervalos de Confianca Bootstrap




Ténicas Multivariadas de Reducéao de
Dimensionalidade

Como obter vetores reducionistas de dados? DepEe”de:
= Estrutura dos Dados

= Obijetivo da analise
v" Analise de Componentes Principais: Yiep = 9R PP
v Escalonamento Multidimensional: Y, = = D™ S“pervisionadas
v" Andlise de Correspondéncia: YnXIO = [0,1]'XJ

= Analise Discriminante: Y, o4 => R”P = MANOVA égsgrsveisiona i

= Andlise de Correlagdo Canénica: Yocipeq) = RTI(RTP,RYY)

n

= Andlise de Agrupamento: Y, == D"
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Analise Discriminante T
Projeto ACTNS3 e Forca (dados de atletas) |

- - — . Obtenha as variaveis discriminantes.
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Analise Discriminante

Médias

Massa
1 75.24706
2 78.25400
3 72.31786

Pré.Forca

267.0588
267.1000
249.1071

das variaveis por grupo genotipico (centrédide):

Pés.Forca Pré.AreaVL Pés.AreaVL
334.7059
339.5000
335.8929

2

6.11594

25.75210

2

4.62186

29.93076
29.03864
28.79032

=<

Y,
Y,

A < — — —_ —_ ’
c B,., =S =q§ng (Y, =Y)(Y,-Y)

B: Matriz de SQPC devido ao efeito de grupo (ENTRE)

Massa Pré.Forca Pés.Forca Pré.AreaVL Pés.AreaVlL
Massa 643.18 1838.60 427.11 111.01 14.46
Pré.Forca 1838.60 6385.67 851.46 433.95 168.09
Pb6s.Forca 427.11 851.46 404.45 35.59 -31.85
Pré.AreaVL 111.01 433.95 35.59 31.19 15.58
P6s.AreaVL 14.46 168.09 -31.85 15.58 14.55
5 (n,—1)S, +...+(ng —1) S, 1 & & _ 1
$=S, = = YUY Y ) (Ya-Y,) = Sy

PP n+..+n, -G n-G oo n-G

Sc: matriz de covaridncia comum aos grupos genotipicos

Massa Pré.Forca Pés.Forca Pré.AreaVL Pdés.AreaVL
Massa 151.63 304.45 305.42 20.05 19.63
Pré.Forca 304.45 4051.20 3888.70 67.52 58.87
Pb6s.Forca 305.42 3888.70 4736.83 72.21 67.51
Pré.AreaVL 20.05 67.52 72.21 16.41 17.30
P6s.AreaVL 19.63 58.87 67.51 17.30 20.13

Funcao
discriminante:

!
Ik Yile

— Ileil +.o.t Ik5Yi5

Solucéo:

B,
Sk
IkSclk

|, : autovetor

A, . autovalor



Analise Discriminante -Tabela de MANOVA
Hy o == .=y =4

F.V. g.l. Matriz de SQPC

/

Grupo G-1

ing ( )( _7)

iZ(ng yg)(ylg yg) S.=W_,/(n-G)

i=1

Residuo n-G

G Ng /

TOTAL n-l1  B+w-= ZZ(Y.g )(y'g y)

g=1 i=1

Funcéo discriminante de Fisher: |k'Yipx1 =Y 1Y+ LYo escore
| _ '~ 1,'BI, | |, : autovetor (carga)
Obtida da decomposicéao spectral:! = :
| |k'S | | A, . autovalor
C |

_________________



Analise Discriminante -Tabela de MANOVA
Hot =ty = . =t =4

F.V. g.l. Matriz de SQPC

B Matrlz de SQPC devido ao efeito de grupo (ENTRE)

Grupo G_l Massa Pré.Forca Pés.Forca Pré.AreaVL Pés.AreaVL
Massa 643.18 1838.60 427.11 111.01 14.46
Pré.Forgca 1838.60 6385.67 851.46 433.95 168.09
P6s.Forca 427.11 851.46 404.45 35.59 -31.85
Pré.AreaVL 111.01 433.95 35.59 31.19 15.58
Pés.AreaVL 14.46 168.09 -31.85 15.58 14.55
Res"duo n‘G W: Matr:Lz de SQPC devido ao efeito residual (DENTRO) \M//fn‘G
S Massa Pré.Forca Pés.Forca Pré.AreaVL Pés.AreaVL )
Massa 13949.61 28009.63 28098.64 1844.58 1806.00
Pré.Forgca 28009.63 372710.12 357760.12 6211.88 5416.23
Pb6s.Forgca 28098.64 357760.12 435788.71 6643.46 6210.76
Pré.AreaVL 1844.58 6211.88 6643.46 1510.02 1591.72
P6s.AreaVL 1806.00 5416.23 6210.76 1591.72 1851.51

c MANOVA: Testar H, (Inexisténcia de efeito de Grupo considerando “p” variaveis)
Diferentes estatisticas podem ser adotadas: Pillai, Wilks, Hotelling-Lawley, Roy

ANOVA: Testar H, (para cada uma das variaveis)



Analise Discriminante -Tabela de MANOVA

MANOVA - Teste de H,
Df

Método
Pillai
Wilks

Hotelling-Lawley

Roy

ANOVA - Teste de H,

Variavel
Massa
Pré.Forca
Pbs.Forca
Pré.AreaVL
Pés.AreaVL
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Analise Discriminante

Probabilidades a Priori dos Grupos genotipicos:

1

2

3

0.1789474 0.5263158 0.2947368

Médias das variaveis por grupo:
Pés.Forca Pré.AreaVL Pés.AreaVL

Massa
1 75.24706
2 78.25400
3 72.31786

Pré.Forca
267.0588
267.1000
249.1071

334.7059 26.11594 29.93076
339.5000 25.75210 29.03864
335.8929 24.62186 28.79032

Coeficientes discriminantes (cargas): #FD < min(n,p,G-1)=2

Massa -0.
Pré.Forca -0.
Pb6s.Forca 0.
Pré.AreaVL -0.
Pés.AreaVL O.

LD1
03251980
01439875
01468766
55904290
48865084

-0.
0.
-0.
-0.
0.

Proporgdo Explicada pelas

LD1 LD2
0.8493 0.1507

LD2
04252504
02519128
02127497
20243173
32290125

fungcdes discriminantes:




Analise Discriminante

Grupos preditos

LD2
<&
&
&
&
S
&

LD

LD2

Grupos observados

ACTN3
Predito
1 2 3
1 2 13 2
2 0 44 o6
3 017 11
%$ClassCorreta

1

11.8 88.0 39.3 60.0

2

3

Validagao Cruzada

1
2
3

1 2
0 14
1 41
0 18

3
3
8
10

%ClassCorreta-Cv

1

0.0 82.0 35.7 53.7

2

3

Red=XX Green=RX Blue=RR




Analise Discriminante

Supondo Prioris Amostrais (%)

1

2

3

17.9 52.6 29.5

Grupos preditos

Grupos observados

Supondo Prioris Iguais (%)

1
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Analise de Correlacao Canonica



Wo© 202

Andlise de Correlagdo Canonica "

____________________________________________ Variaweis =~

Unidades Amostrais | Y1 Y2 (Yp) CY(p+q) )

1] Yy Yy Yy, Yiprg

2 Y, Y, Yy Ysor0

|

\ N / Yy Yo an Yn(p+q)

)z T
Obijetivo:

» Estudar o relacionamento (integracao) ENTRE dois “conjuntos de variaveis” (p+q)

é [ ANALISE DE “CORRELACAO CANONICA”

— Obter Variaveis CanoOnicas (escores, var. latentes, vetores
reducionistas) de cada subconjunto das varidveis originais, com
maxima correlacao.

— Realizar a integracao de dois bancos de dados.



Correlacao entre Conjuntos de Variaveis
Motivacao

Morfometria cefalica para os dois primeiros filhos de 25 familias (Everitt, 2007)

1° Filho 2° Filho
Familia Comprimento Perimetro Comprimento Perimetro
1 191 155 179 145
2 195 149 201 152
3 181 148 185 149
4 183 153 188 149
5 176 144 171 142
6 208 157 192 152
7 189 150 190 149
8 197 159 189 152
9 188 152 197 159
10 192 150 187 151
11 179 158 186 148
12 183 147 174 147
13 174 150 185 152
14 190 159 195 157
15 188 151 187 158
16 163 137 161 130
17 195 155 183 158
18 186 153 173 148
19 181 145 182 146
20 175 140 165 137
21 192 154 185 152 |
22 174 143 178 147
23 176 139 176 143
24 197 167 200 158
25 190 163 187 150

Como relacionar os irmaos com base
em ambas medidas cefalicas?

Como definir uma medida de
correlacao (escalar) para o0 caso
multidimensional?

Discuta a estrutura dos dados.

Neste caso, tem-se as mesmas
variaveis (comprimento e perimetro)
avaliadas em cada nivel de um fator
de estratificacéo (1° e 2° filhos). As

familias definem o pareamento ou
dependéncia entre os dois conjuntos.

A analise se estende para situacoes
de dois conjuntos de variaveis
diferentes!



Diferentes Medidas de Correlacao

Coeficientes de Correlacéo Linear de Pearson para os dados de morfometria cefalica:

r CCl1 PC1l CC2
P C1 o7% Correlacdes
CC2 0,711 . 0,693 de menor
PC?2 0,704 0,709 0,839 interesse.
CC 1*P_C 1 C_C2*¥P C2
2 . 200- ¢ .
200- L. o | 1ol e o Correlacéo entre as
190 e, o e - R variaveis DENTRO do
180 °of °e
g % ° 170 : grupo.
hd T T T T 160_ .I T T T
140 150 160 170 130 140 150 160
C C1*xC C2 P_C 1*P_C_2
210 5 170
-4 . ° % | 1601 L. Correlacao ENTRE os
. A XL S e o grupos, para cada
_ d e o ® 150 * o ¢ .z
180 . e e, o ¢ variavel.
1704 140 ° *
16|0 17|0 180 19|0 200 13|’0 140 15|0 16|0



Diferentes Medidas de Correlacao

Coeficiente de Correlacédo Mdltipla

= E a correlacéo linear de Pearson entre cada variavel de um conjunto
e seu preditor linear (funcao das variaveis do outro conjunto).

Pwm [Yc_c_v (YC_C_Z’YP_C_Z)J

-
UI
o

210 1

200

190 -

180 A

170 4

160 -

165

170

175

180 185
Fit(C_C_1)

190

195

Pp (Yc_c_liYAc_c_1): 0,738

/
Ye c1=Bo+BYe ¢ 2+ BoYp c 2 +E€

200

Pwm |_YP_C_1’ (YC_C_Z’YP_C_Z)J

140 145 150 155 160
Fit(P_C_1)
Pp (YP_C_l ’ YP_C_l): 0,731

/
Yo c1=60+bYc c 2+ BoYp c 2 FE




Diferentes Medidas de Correlacao

Coeficiente de Correlacao Parcial

Y1 ox11 E (Ylpxl) = H Cov (Yl pxl) = z11pxp Y2q><1; E (Yqul) =K Cov (Yqul) = z22qxq

Yl . Yl A, Y1 Z11 pxp 212 px(
(Y j’ E(Y j:( j’ COV(Y = z:(|0+q)><(|o+o|) = ¥ 5
2 2 H 2 21gxp 22qxq

= (Y2 |Y1) —Hy~ 22121_11 (Yl B 'ul) Cov (Yz |Y1) =21 =2y _22121_11212

Correlagao entre Y, e Y,,, eliminando o efeito das variaveis Y,;=(Y;, ..., Yy):
,ood
,O(Y2 Yo | Y ) O ; Oj1 € acasela jk da matriz %,, ; /“@C/)’W,/e by,
) \/a \/a S0 S5, O'o
ji-1 kk.1 O@ S

/N



Qutr@ ed

> er*Correlacdo Candnica - Exemplos

= Relacionar variaveis da mae com variaveis do recém-nascido.

= Relacionar variaveis do sedimento com variaveis da coluna de agua
de um rio, considerando varios pontos de coleta.

= Relacionar variaveis clinicas com variaveis do genoma.

= Relacionar variaveis do Genoma com variaveis do Transcriptoma

Integracao de
bancos de dados!



~ A Apy:
Correlacao Canonica gy

Projeto ACTNS3 e Forca (dados de atletas)

____________________________________________________________________________________

Atleta ACTN3 ‘Massa Pré.Forca Pré.AreaVL: |Pos.Forca Pos.AreaVL !
1 1 - 73.0 210 27.133} ! 260 31.398
2 1 | 78.0 260 23.841} | 320 26.950
3 3 . 70.0 220 23.755! | 320 28.937
4 2 . 78.5 280 26.241} ! 360 28.794
94 2 95 175 25.120! | 260 28.605
95 2 - 71.0 220 25.452) | 330 29.029

____________________________________________________________________________________

Yosx(3:2) = (Y195><3 Y, 95><2)

Obtenha as variaveis canonicas relacionando as variaveis dos dois
conjuntos de dados (Pré e Po6s).



Correlacao Canonica

Notacao
Dados de um vetor de variaveis aleatorias particionado em Dois Conjuntos de Variaveis:

iid
Yn><( p+q) (Ylnx p Y2n><q ); Yi (p+0g)x1 - (/u’ Z)
a
E(Y;, pxl) = M COV(Yli pxl) = 241 pup
Y
px1 — —
2iqgxl I Mede a
_ __yr , covariancia entre
COV(Yl' pxl ’YZiQXl) = 212p4q __{‘_2_1,95—9"" os dois conjuntos
o T de variaveis

£y 2ion ) I
E (YI ) = lu(p+q)><1 — |:,UZ:| COV(Yi ) = 2(p+q)x(p+q) _ |: 11 pxp l2pq}



Correlacao Canonica

Como Resumir “Correlagoes” entre Dois Conjuntos de Variaveis?
S
oo Up=a'Y;  |Var(U))=a'2,a Var(V,)=b'2,b

1\ '
Cada cO Vi =D Y2i COV(Ui ;Vi ) _ ar 212 b

Obter vetores a € RP e b € R9, tal que (independentemente, de i):
CovU,V) a’'x,b
JVar(U)ar(V) Ja' x,a\b X, b

Corr(U,V)=

seja maxima.

= Encontrar o primeiro par de combinagoes lineares, U, e V,, padronizadas
(variancias unitarias), que maximizam a correlacao canodnica definida acima.

— Caso seja de interesse, encontrar o segundo par de variaveis padronizadas, U, e
V,, que maximizem a correlagédo candnica entre todas as escolhas nao
correlacionadas com o primeiro par = e assim por diante até m=min(n,p,q).



Correlacao Canonica

U :a’Y al 2 b
" L maxCorr(U,V)=max— 2
v=by, | 2P abJa' X, a\b’ X, b
equivale a 'y yly 0SSy b
maximizar: — max L orZz Zad gy Satn S

acrP alzlla beR" b'ZZZb

Solugdo: O max,, Corr (U Vv ) = p, € atingido pelo primeiro par de

: - : : 30 .
combinacoes lineares, dado por: (Mardia, 1979) esY e\(;:p(o‘\eqoes
Os G;’CG)S 2 pa(’.“;\am 0%
ool art\ 5.
~1/2 ~1/2 ornP \OreY" . opies
U =¢ 2" Y, Vi=12,7Y, Q“e:mos 8“‘0135 coefice”
2 me WA S’fao Y, e\
Y — " 3 b \a\'
cor (U 3 a, b, . :;gas\ g
\- |_ el | 1 1 kganro(\'\oa.

|
P ~ - - N 1

=P :e e, séo o maior autovalor e o autovetor de 2111/ 221222212212111/2
|

2 . ) _ _
=!Peiie f; sdo o maior autovalor e o autovetor de X,°%, Xty 3?2

1
| I —



Correlacao Canonica

max,, Corr(UV)=p, =

Ul — al'Yl — 61, 21_11/2 Y1
V1 — b1'Y2 — f1’ 2 2_21/2 Y2

O k-ésimo par de variaveis candnicas (com k=1,2,...,min(n,p,q)) representam as
combinacoes lineares de cada conjunto com maxima correlacdo e independente

das demais..

kg,

Copr.. 0
Olagse i,

_ A y-1/2 _fr yU2 v _ 0 cg,. . e
U =€ 2y, " N, Vi=1 2 1 Corr (U,,Vy ) = py M6ni,, %€

%(D'FQ) N SR(m+m); m < mln(n’ p1 q)

0

Critério de reducéao de
dimensionalidade com o
compromisso de maximizar
a correlacédo entre os
conjuntos de dados.



Correlacao Canonica

Solucao: max,, Corr (Ul,Vl) = p,, ¢€ atingido pelo primeiro par de

variaveis canoénicas, dado por

Ul — al'Yl — ell Z‘1_11/2 Y1 V1 — b1'Y2 — f1’22_21/2 Yz

= A4 e e, S840 o maior autovalor e seu autovetor de 21‘11’ 2212 22‘2122121‘1“ 2

= 4 e f, sdo o maior autovalor e seu autovetor de X ?x -ty 5-l2

@ As demais variaveis canbnicas (U2 Vz) (Uk Vk) (U v ) satisfazem:
) ] m? " ™m

Var(U, )=Var(v, )=1 I

i 12 i

~ Cov(U,,U,)=Corr(U,,U,)=0 k= c:ov(u,v):[A'g;Z AI J; g
= m

Cov(V,,V,)=Corr(V,,V,)=0 k =I N2 (7 = ) .

Cov(U,,V,)=Corr(U,,V,)=0 k=

e



Correlacao Canonica

Considere as variaveis padronizadas:

* 1/2
Y1i(p><1) * Y1i px1 Dll (Yli o lul)
Yi — =Y, O+ — | o x =
Y, Y, D, % (Yo — 1)
2i(gx1) 2igxl 22 2i — My
1caS
L A N onice
= As variaveis canonicas séo da forma: e1agde® Ca;\ oo
AS cOfO nva \aﬂ;es a gos'
\ sa® 50 9
aG
x _xay* Mn-1/2 gt gron'z
Uk - ak Yl - ek Rll Yl a*' p b* pa /,¢--~\\\
*\/ k F12 "k : R
\ Corr (Uk’vk ):\/ . T T P/
a, p,a \/ p
W TVA *, 1/ 2\, * k 7711 Yk k 22 “k T
Vi _bk Y, = fk Ry Y, LT T =

* * , . -1/2 -1 -1/2
= A, €, :k-esimo autovalor e autovetor de Ry "R,Ru Ry Ry

*  ox , . ~1/2 -1 ~1/2
= 4 ; fk . k-ésimo autovalor e autovetor de R22 R21R11 Rlszz



Correlacao Canonica

Relacéo entre as Variaveis Candnicas obtidas das Variaveis Originais

e das Variaveis Padronizadas

Variaveis Originais Variaveis Padronizadas
* ~1/2
Y(D+Q)><1 - Yle1 — Yi*(p+q)><1 - Yli "= D111/2 (Yli _ﬂl)
Y2q><1 Y2iq><1 D,; (Y2i - :“2)
U, =aY,=e Z;"?Y, U ' =a 'Y, =e R"Y/
Vi =bY, =12 2_21/2 Y, Vk* = b:'Yz* = fk*l Rz_zl /2Y2*
ayY, =a, (Yl_ﬂl):akl(Yll_ﬂn)"'"""akp(Ylp_ﬂlp) h '

*

!
_ 1/2
= a, =a, D11

:akl\/;ll(Yl\l/;ill)—i_"'-l_akp o (Ylp _:ulp) .
11 L 2

""""""""""""""""""""""" Gpp ’

!
* 1/2

- R = b, =b, D
:ak1Y11+...+aka11:ak Y, K k =22




Y L=
( Y Hrd sy D2 (Y,,

2gx1 2igx1

B Y1p><1 Y* Yl?pxl . D1_11/2 (Yli o
p+apd — i N (

,“1)
—HU

*

2)

a’ Ry bk
a’ R, a \/ bk' R,, bk

Pe (U:’Vk*): f

= aI: D111/ 2C0rr(Dl—11/2 (Yl —H )’ Dz_zll i (Yz —U, ))Déézbk

_ *_1li2 * o\ nl/2
=a/ R, b =a Dy CO’”’”(Yl X, )Dzz b,

= Os coeficientes candnicos das variaveis padronizadas podem ser obtidos

diretamente dos coeficientes das variaveis originais

= O coeficiente de correlagcdo candnico das variaveis originais e das variaveis
padronizadas € o mesmo (invariantes por padronizacao dos dados)



Correlacao Canonica

Interpretacao Geométrica
' -1/2
U1 — al,Yl =€ 211 Y1
max,, Corr(U,V)=p, =
' -1/2
V1 — b1'Y2 — f1 222 Yz

posiGEO PAY PR Componente Principal de Y,
2320“3\ de T -

Fator Comum de Y, (CP padronizado)

A variavel canbnica U, resulta de uma rotagao orthogonal (via P, e determinada
por Z,,) do CP padronizado seguida por outra rotagao orthogonal (via e, e
determinada por > "°>, 35, 3.



Correlacao Canonica

Morfometria cefalica para os dois primeiros filhos de 25 familias

1° Filho 2° Filho
Familia Comprimento Perimetro Comprimento Perimetro
1 191 155 179 145
2 195 149 201 152
3 181 148 185 149
4 183 153 188 149
5 176 144 171 142
6 208 157 192 152
7 189 150 190 149
8 197 159 189 152
9 188 152 197 159
10 192 150 187 151
11 179 158 186 148
12 183 147 174 147
13 174 150 185 152
14 190 159 195 157
15 188 151 187 158
16 163 137 161 130
17 195 155 183 158
18 186 153 173 148
19 181 145 182 146
20 175 140 165 137
21 192 154 185 152
22 174 143 178 147
23 176 139 176 143
24 197 167 200 158
25 190 163 187 150
Média 185,72 151,12 183,84 149,24
Var. 95,29 54,36 100,81 45,02

Obtenha as variaveis
canodnicas das variaveis
padronizadas.

Interprete os
resultados.



Correlacao Canonica

Morfometria cefalica para os dois primeiros filhos de 25 familias

Considere a analise de Correlacdo Candnica das Variaveis Padronizadas:

R 1 0,73456 ) 0.83925
11 = | 0,73456 1 R,, = 0.83975 1

R, = [0’7108 0,704 } Todas as correlagbes
0,6932  0,7086 sdo altas = 1,20

Autovalores: 0,6218 0,0029 = p., =+/0,6218=0,7886 A, =0,0539

*

e (s 0552 | r _[ 1367
Coeficientes das AM:(a1 az) 4 =| 9509 a, =| -1,378

Variaveis candnicas: -
1,767
-1,757

* (R * * 0,505 *
.= (60 b) by %8| b



Correlacao Canonica

Morfometria cefalica para os dois primeiros filhos de 25 familias

Se somente a primeira variavel canbnica (das variaveis padronizadas) é
usada, temos:

U, =0552Yc c1+0522Y 7 c 1 V, =0505Y"c c 2+0,538Y p c 2

Estas sdo responsaveis pela maior correlacéo (r=0,79) entre as
variaveis cefalicas dos dois primeiros filhos das familias estudadas. As

variaveis individuais contribuem com “pesos” muito proximos.

A segunda variavel candnica explica muito pouco (r=0,05) da correlacdo
entre as variaveis dos dois primeiros filhos, sendo definida por:

U; =1367Y; . ,-1378Y; . V; =L767Yc ¢ ,~1757Y, ¢ ,



Correlacao Canonica

Morfometria cefalica para os dois primeiros filhos de 25 familias

Andlise de Correlacdo Canodnica das Variaveis Padronizadas:

Ul* =0,552Yc ¢ 1+0,522Y 75 ¢ 1 . . .

——————————————————————— | P = Corr(U ns ): 0,79

@ V[ =0505Y'c c 20538 e J :
Analise de Correlacdo Canonica das Variaveis Originais:

1/4/95,2
/495,29 0 J 0,057 0,071)

=a, =a D;*=(0,552 0,522)
a = 0  1/,/54,36

y 1//100,81 0O
— b, =b"D; 2 =(0,505 0,538) — (0,050 0,080)
0 1/./45,02

U, =0,057 Y, . ,+0,071Y, . ,

R } P, Corr(U A'A )=0,79

V, =0,050Y. . ,+0,080Y, . ,




Variaveis originais : Variaveis canonicas

Variaveis padronizadas

. _YCCl YPCL YCC2 YPC2 |Y*CCl Y*PCl _Y*CC2 _ Y*PC2 | U V1 u1 V1

T 191 155 179 1457 | 0541 0,526  -0,482  -0,632 | 0,573 -0,583 21,892 20,550
| 195 149 201 152 | | 0,951 -0,288 1,709 0411 | 0,375 1,084 21,694 22,210
| 181 148 185 149 | | 0,484 0,423 0,116 -0,036 | -0,488 0,039 20,825 21,170
| 183 153 188 149 | | -0279 0,255 0,414 0,036 | -0,021 0,190 21,294 21,320
| 176 144 171 142 | | 0,996 -0,966  -1,279  -1,079 ! -1,054 -1,226 20,256 19,910
| 208 157 192 152 | | 2,282 0,798 0,813 0411 | 1,676 0,632 23,003 21,760
| 189 150 190 149 i | 0,336 -0,152 0,614 0,036 | 0,106 0,291 21,423 21,420
197 159 189 152 | | 1,156 1,060 0,514 0411 ! 1,196 0,481 22,518 21,610
| 188 152 197 159 | | 0,234 0,119 1,311 1,455 10,191 1,444 21,508 22,570
192 150 187 151 | 0,643 -0,152 0,315 0,262 | 0,276 0,300 21,594 21,430
179 158 186 148 | | -0,688 0,933 0,215 0,185 | 0,107 0,009 21,421 21,140
| 183 147 174 147 | | -0279 0,559  -0,980  -0,334 | -0,446 0,675 20,868 20,460
174 150 185 152 1 | -1,201 0,152 0,116 0411 | -0,742 0,280 20,568 21,410
| 190 159 195 157 | | 0438 1,069 1,112 1,156 | 0,800 1,184 22,119 22,310
| 188 151 187 158 | | 0,234 -0,016 0,315 1,306 | 0,120 0,861 21,437 21,990
| 163 137 161 130 | | -2,327 -1,9156 2,275  -2,867 | -2,284 2,601 19,018 18,450
| 195 155 183 158 | | 0,951 0,526  -0,084 1,306 | 0,799 0,660 22,120 21,790
| 186 153 173 148 | | 0,029 0,255  -1,080  -0,185 | 0,149 0,645 21,465 20,490
| 181 145 182 146 | | 0,484 -0,830 -0,183  -0,483 ! -0,700 0,352 20,612 20,780
175 140 165 137 | | -1,098 -1,508  -1,876  -1,824 |-1,393 -1,929 19,915 19,210
192 154 185 152 1 | 0,643 0,391 0,116 0411 | 0,559 0,280 21,878 21,410
174 143 178 147 | | -1,201 -1,101  -0582  -0,334 |-1,238 0,473 20,071 20,660
176 139 176 143 | | -0,996 -1,644  -0,781  -0,930 | -1,408 -0,895 19,901 20,240
197 167 200 158 | | 1,156 2,154 1,610 1,306 | 1,762 1,515 23,086 22,640
| 190 163 187 150 | | 0438 1,611 0,315 0,113 | 1,083 0,220 22,403 21,350
e B I S— I

r(U*1,V*1) = 0,789 r(U1,V1) = 0,789



Correlacao Canonica

Propriedades das Variaveis Candnicas (min(n,p,q))

= Variancias Unitarias: ~ Var(U, )=Var(V, )=1

= N&o Correlacionadas (Entre pares): Corr(U U ) = COI‘I‘(Vk WV ) = Corr(U oV )= 0

= Correlacdo Maxima (Dentro do par): Corr (Uk’vk): Dy = /ﬁ,k

= Correlagao entre as Varidveis Canobnicas e as Variaveis Originais: (A
Corr(U;Y,) = AT,,D,"? = AR, =Corr (U* ,Yl*)
*/ * * a' ICa’
Corr (U;Y,) = AZ,,D,)* = A'R,, = Corr (U",Y, ) SMelags, , “eular
Ntre P

NG| * x % e Car.
Vima =BYy | Corr (V;Yl) =BX, D" =B"R, = COW(V Y, ) SSas ygp . 50N

pxm?

U._. =AY,

i mx1

COFI’ (V’YZ) - B,ZZZDZ_ZUZ = B*’RZZ — CO’/T(V*’Y;)




Correlacao Canonica
@ Morfometria cefalica para os dois primeiros filhos de 25 familias

(0552 052 . (0505 0538)
11367 -1378 1767 -1757

()9354092754— IO(Ul*’Yl*) Correlacbes das variaveis
Corr(U™,Y,)=A"R, = ( |

_____________________________ i candnicas com as
0,3548 -0,3737 ) «—— ,O(U; Yl*) variaveis do primeiro filho

£ty A 0,7542 0,7585
CorrU ,Y,)=AR, =

0,0164 -0,0141

Note que as primeiras variaveis
canonicas, U, e V,, tém as

0,7377 0,7313 maiores correlacées com as
variaveis originais.
0,0191 -0,0ZOJ

Corr(V™,Y,)=B"R,, :(

— P (Vl* ’ Yz*)

D (Vz* ’ Yz*)



Correlacao Canonica

__________________________________________

_____________________

| YCC1 Y PCl, Y CC2 YPC2 . Y*CCL Y*PCl Y*CC2  Y*PC2 u*1 V1 L u1 Vi |
191 155 11 179 145 1 0541 0,526 -0,482 -0,632 0,573 -0,583 ' 21,892 20,550 !
L 195 149 ! 201 152 | 0,951 -0,288 1,709 0,411 0,375 1,084 | 21,694 22,210 |
181 148 11 185 149 | -0,484 -0,423 0,116 -0,036  -0,488 0,039 | 20,825 21,170 |
183 153 | ! 188 149 | -0,279 0,255 0,414 0,036  -0,021 0,190 | 21,294 21,320 |
176 144 11 171 142 1 -0,996 -0,966  -1,279 -1,079  -1,054 -1,226 | 20,256 19,910 |
| 208 157 ! 192 152 | 2,282 0,798 0,813 0,411 1,676 0,632 | 23,003 21,760 !
' 189 150 i 190 149 1 0,336 -0,152 0,614 -0,036 0,106 0,291 | 21,423 21,420 |
D197 159 ! 189 152 | 1,156 1,069 0,514 0,411 1,196 0,481 | 22,518 21,610 !
' 188 152 11 197 159 1 0,234 0,119 1,311 1,455 0,191 1,444 | 21,508 22,570 |
D192 150 | ! 187 151 | 0,643 -0,152 0,315 0,262 0,276 0,300 | 21,594 21,430 |
179 158 11 186 148 1 -0,688 0,933 0,215 -0,185 0,107 0,009 | 21,421 21,140 |
183 147 | 174 147 | 0,279 -0559  -0,980 0,334 -0,446 -0,675 | 20,868 20,460 !
174 150 i 185 152 1 -1,201 -0,152 0,116 0,411  -0,742 0,280 | 20,568 21,410 |
190 159 ! 195 157 | 0,438 1,069 1,112 1,156 0,800 1,184 | 22,119 22,310 !
' 188 151 1 187 158 1 0,234 -0,016 0,315 1,306 0,120 0,861 | 21,437 21,990 |
| 163 137 ! 161 130 | 2,327 -1,915 = -2,275 2,867  -2,284 -2,691 | 19,018 18,450 !
195 155 11 183 158 1 0,951 0,526 -0,084 1,306 0,799 0,660 | 22,120 21,790 |
| 186 153 ! 173 148 | 0,029 0,255 -1,080 -0,185 0,149 -0,645 | 21,465 20,490 !
181 145 11 182 146 1 -0,484 -0,830  -0,183 -0,483  -0,700 -0,352 | 20,612 20,780 |
L 175 140 ! 165 137 | -1,098 -1508  -1,876 -1,824  -1,393 -1,929 | 19,915 19,210 |
192 154 11 185 152 i 0,643 0,391 0,116 0,411 0,559 0,280 | 21,878 21,410 |
L 174 143 ! 178 147 | -1,201 -1,101  -0,582 0,334  -1,238 -0,473 | 20,071 20,660 !
176 139 11 176 143 : -0,996 -1,644  -0,781 -0,930  -1,408 -0,895 ' 19,901 20,240 |
D197 167 ! 200 158 | 1,156 2,154 1,610 1,306 1,762 1,515 | 23,086 22,640 |
190 163 1 187 150 0,438 1,611 0,315 0,113 1,083 0,220 1 22,403 21,350 |

Calcular as correlacdes entre as variaveis duas a duas de interesse!
(mesmos resultados, menos formulas, mais intuicao)



” ~ Apllbapé.
Correlacao Canonica 0

Projeto ACTN3 e Forca (dados de atletas) ©Obtenha as variaveis canonicas
relacionando as variaveis Pré e Poés.

Atleta ACTN3 rMassa Pré.Forca Pré.AreaVLi Pos Forca Pods. AreaVvlL
1 1 73.0 210 27.1335: 260 31.398
2 1  78.0 260 23.84li§ 320 26.950
3 3 +70.0 220 23.75555 320 28.937
4 2 ' 78.5 280 26.241§i 360 28.794§
94 2 95 175 25.1205§ 260 28.605
95 2 r 71.0 220 25.452§i 330 29.029
Matrizes de Correlacdo (Rl, R2 e R1l2): Dados Pré e Pébs
[, 1] [, 2] [, 3] [,4] [,3]
[1,]]1.0000000 0.4013053 0.4123615|0.3575432 0.3488574
[2,]1]10.4013053 1.0000000 0.2749434|0.8818818 0.2099585
[3,]1]10.4123615 0.2749434 1.0000000|0.2575988 0.9477690
[4,] 0.3575432 0.8818818 0.2575988 (1.0000000 0.2165755
[5,] 0.3488574 0.2099585 0.9477690 |0.2165755 1.0000000
Yigss = U, Y, —>U x g
VARENY, = P (U1’V1) P = p.(UV, ):pc (Ul Vi )
295x2 1 Y, 05,0 —)V1




Correlacao Canonica

Projeto ACTNS3 e Forca (dados de atletas)

Variaveis originais

"Pré\\)

[,2] [,3]
1,] -3.064514e-04 6.846222e-05 -0.0096161836
2,] -2.146354e-05 1.684536e-03 0.0006009558
3,1 2.593360e-02 -6.738612e-03 0.0088035299
"Pés\\)

Cargas candnicas (var.
[,1]

[
[
[
Cargas candnicas (var.

[,1] [,2]
5.317268e-05 0.001550019
2.295958e-02 -0.005926085

[1,]
[2,]

AD//'Ca Ca

Obtenha as variaveis canonicas
relacionando as variaveis Pré e Pos.

Variaveis Canonicas: ro=0.95

0.2
!

o Yoo
o

01

-0.1

-0.2 -0.1 0.0 01 02




Correlacao Canonica

Projeto ACTNS3 e Forca (dados de atletas)

Variaveis padronizadas

AD//'Ca Ca

Obtenha as variaveis canonicas
relacionando as variaveis Pré e Pos.

"Pré“)
[,2]

Cargas canbnicas (var.
[,1]
1,1 -0.003818272 0.0008530142
2,] -0.001363051 0.1069771302
3,7 0.105009851 -0.0272858627
argas candnicas (var. "Poés“)
[,1] [,2]
0.00362213 0.10558752
0.10229702 -0.02640383

[
[
[
C

[1,]
[2,]

vz

0.2

-0.1 0.0 0.1

-0.2

Variaveis Canonicas: ro=0.95

o
po
«® I,
o 2o
o © “
o
0 o
oD o]
o @ 00080
o o fa L] L]
o
oO i O%bO%
o c;?'cg
o
S &R
o %
O Oé’
o Som
o B oo
o
o
I,
T T T | T
-0.2 -01 0.0 0.1 0.2




Correlacao Canodnica
Integracao de Bancos de Dados




N-Integracao de Bancos de Dados

Um Unico BD N—\nt_egge?n ormagad a\’:mostra"s‘-
e T tr e A - , vels : S
Andlise Ndo- | Analise Supervisionada nNz\meSmaS unidade
;Supervisionada : | 0 : ne
| X cP X a y i = Aplicacao em
| L - | Dados MultiOmics
;L bl 2 |
2| nxp 1 2] nxp 2
- - : :
E " i E " L ' | X: Matriz(es) de Dados  Y: Resposta de interesse
L n<<p T i (em geral, Classes)
Multiplos BD (Multimodais, Multivisao)
Analise N3o-Supervisionada cC9 S|>.09 -
s . An. Supervisionada
% X, X | Y e
E 1 i 2 P-Integracao: mesmas
L 2 NXpP4 nXxp, nxp, | g varidveis em diferentes
L n ! 1 : unidades amostrais
R E T ! (estudos multicentros,
e Meta-analise)




Reducao de Dimensionalidade
Obtencao de Vetores Reducionistas

Ynxp emnxp; ERD _)mm’ m < p R@Vi
/ "1d,
= Componentes Principais: Y, ~ (ﬂpxliszp)% EZki =V.'Y, k =12,...m
V,'ZV :
L=V AV, = f(Z;Vk)— k’ =1, V,V =1
Vka
= Analise Discriminante (Linear de Fisher): f(Z;Vlzb;a):: Zb , axa=1l X=X +2,
: ax,a i
Yopin=>n; Y, —>aY,
azsivsa
. . . (S X,2, 2, ;a)=—2"272" " g% a=1
= Andlise de Correlagdo Candnica: 1( HeTe A ): a'y,a t
Y]_' 1 (2 2 CTTTTTTTT T i
Yo =l | =] 12j e o b'E,SlTLb i
P (YZiqu Z21 Z22 fz(zzézzlzlll le;b)ﬂ;—_ él.zllblz d bzzzbzl
l 2 '




>

Reducao de Dimensionalidade - Apoio do R

eigen(S) : Decomposicéo espectral. Recebe uma matriz da forma quadréatica a ser analisada
(RPXP Qu R™N )

princomp(Y): CP. Recebe Y,,, e realiza a decomposi¢ao espectral de R ou S (com divisor n)

prcomp(Y) : CP. Recebe Y, e realiza a decomposicao espectral de R ou S (com divisor n-1)
— suporta n<p

svd(Y): rDecomposicao em valores singulares. Recebe Y, (n<p, n>p) e realiza a

decomposicao em valores singulares de $RPXP e RN | P 2
Para comparar com eigen é preciso “padronizar” autovalores: Aegen =( S%ﬁj

cmdscale: recebe a matriz de distancias D ou Similaridade entre observacgoes e realiza a

Analise de Escalonamento Multidimensional (Analise de Coordenadas Principais)
Ver também os pacotes do R: “sammon” e “isoMDS”

ca: realiza a Analise de Correspondéncia.

|da: recebe as (p+1)-variaveis e realiza a Analise Discriminante (solucao geral)

cc(Y,,Y,) da biblioteca CCA: realiza a Anélise de Correlagdo Candnica



Onde estao os Vetores Reducionistas?

Um grafico pode valer mais que mil palavras mas pode exigir

milhares de palavras para construi-lo. Tukey
Obter a direcéo do CP e do Eixo Discriminante.

Observacotes independentes. Indicacao da elipse de concentracao (95%).
Exemplo 1

Dois grupos

Exemplo 2

Dois grupos

4

4

as factor{groups) as.factor(groups)
1 1

—a— 2

Variavel 2

— 9

Variavel 2

1 2 3 4
Variavel 1

N=200, p=2, 1 =(2,2), 41, =(33) n=200, p=2, 1 =(22), 1, =(2,3)
1 07
zﬁ:( }a=®4 0.4)

R, = 1 %7} =(0.4 0.4)
0.7 22~ 07 1 o = (0. .

1.0 15 20 25 3.0
Variavel 1



Onde estao os Vetores Reducionistas?

Obter a direcéo do Eixo Discriminante.
Observacgoes independentes ENTRE e DENTRO de grupos.

Exemplo 3: “Sinais Iguais” Exemplo 4: “Sinais Opostos”
T=B+W T=B+W

@ Grupo

- 1 10-

% Grupo

— 1
-2 -2
-3 -3
-4 .4
-5 ==K
-5 0- - B

—- 7

o
g >

— 7

X2

8
e — g
- 10

- 11 -10-

—— 10

11
il 2 12
- 13

- 14

20 - < 18 . 15
-, _20_
L]

20 0 20 40 | | | |
X1 20 0 20 40
X1

- 13

14

G=15n,=100,4=(0.0) G=15,n,=1004=(00)  ,

5—1501005—20'5 3—1501005—2 05
1100 150) " (05 1 1100 150)" " |-05 1



Onde estao os Vetores Reducionistas?

Obter a direcao da Variavel Canodnica.
Observacoes independentes avaliadas em $RP*4,

Exemplo 5: Correlagdes de mesmo sinal Exemplo 6: Correlacdes de sinal diferentes

Dois grupos Dois grupos

5]
=l
=1

11 065102 05 170702 05
. 0.65 1 ;_El_ 0.4 o _[07 1103 o4
02 01, 107 |02 03T T1m ~ T

05 04 :_0;7_ 1 05 041-07 1 :

0,=(04 05)0,=(02 03} #=(22k#,=(B3) o (05 04)o,=(03 05) (22}, -(33)



-
o
-
&
E
>
.
1- -
1 2 3 4
Variavel 1
Dois grupos
4-
.
-
o
®
& .
&
>
5
1= -
10 15 20 25 30

Exemplo 1

Dois grupos
4-

Variavel 1

as factor(groups)
1

-2

as factor(groups)
=kl

-2

Exemplo 3

X2

X1

10~

X1

Grupo

-2
-3
-4
-5
-6
-7
-3
0
= 10
-1
- 12
.2
- 14

=15

Grupo
1
-2
a3
4
=g}
el
-7
8
el
-+ 10
-
12
13
— 14
15

Variavel 2

Exemplo 5

Dois grupos

% as.factor(groups)
& 1
g ~2
o
1-
.
15 20 25 30
Variavel 1
Dois grupos
4-
a-
. as factor(groups)
-1
.2
2-
.
1-

Variavel 1




Exemplo 1

Dois grupos
4-

%‘ as factor{groups)
& i 1
=
5
1-
1 2 3 4
Variavel 1
Dois grupos
4-
-
o as factor(groups)
rg !
=

1.0 15 20 25 3.0
Variavel 1

X2

20- 4z

Exemplo 3

Grupo
-1
2
a3
-
=g}
Bl
-7
8
9
— 10
11
- 12
13
14
—- 15

‘. 1=(-0.47%0.56)
%Expl=0.78

Exemplo 4

(1
% Grupo

-1
-2
-3
-4
5
-8
-7
-3
-9
- 10
-1
- 12
13
- 14
=15

C 1E(-068-0.81)°

%Expl=0.93

Warlavel 2

Dois grupos

Dois grupos

WVaridvel 2

Exemplo 5

as.factor{groups)
-1

-2

! ! !
20 25 30
Variavel 1

p.=0.56

Exemplo 6

as.factor(groups)

!

-2

Van%vel 1 : pC:0 . 98

Preto:reta de MQ Vermelho:vetor de CP Verde:vetor discriminante Azul e rosa:variaveis candnicas




Dados Multivariados: Y

. <P .
Problemas em Alta Dimensionalidade
Big-n (n >> p)

Biplot: n=500 p=5

Big-p (n << p)
Biplot: n=20 p=100

04-

0.2- WK VAT V82 g
. ., VB %0 20
= 0.1-
1 ¥
<o 0.0 o
§ % 0.0-
-0.4- 01-
-0.2- |
o | | | | V85 ¥R
-0.4 0.0 04 0.8 ! I I \ \
. scorest . 02 -0.1 0.0 0.1 0.2
Sumarizacéao e visualizagéo ? Soluches Srcgesljlariza das e
(Black Screen Problem - BSP: R_alpha blending ) ¢ 9

penalizadas!



Dados Multivariados — Big-p

= Big-p: Reducao de dimensionalidade em espag¢os com n<<p

sssssss

Componente Principal Regularizado e Penalizado (Elastic Net:Zou, Hastie, Tibishirani, 2006)

Passo 1: Obter as Coordenadas Principais a partir de D,

n<<p / """"""""
Yo =UA"™V' = 1 Z, =U A4

_______________________

Desvantagem: n&o atribui
pesos nulos as variaveis!

Passo 2: Obter os Componentes Principais Regularizados e Penalizados a partir das
Coordenadas Principais

/ D — A e ,
B =argmin,, {HZ Y,BH + ﬂlH,BH + /’LH,BH} = _ P ;:ijYﬁj:

obter o vetor regularizacdo penalizacdo
B (de pesos)

Solugoes su1e|tas a restrlc;oes
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Reducao de Dimensionalidade
em Espacos com n<<p - Apoio do R

Componentes Principais: SPCA (Sparse principal Component Analysis)
Analise Discriminante: sparseLDA (Sparse Linear Discriminant Analysis)

Analise de Correlacdo Candnica: PMA (Penalized Matrix Analysis) — CCA
rcc (Correlacao Canobnica Regularizada)

Veja também outras analises de reducao de dimensionalidade:

PLS (Partial Least Square) (Tibshirani et al., 2015; Abdi, 2010)




