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Equacao de Laplace Bidimensional

A B(xb) = g(x)
24(0,y) = h(y) % (a,y) = k(y)
by
n(x,0) = fx)  °

Figura 5.1 — Retangulo onde é resolvido o problema de [Neumann
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Vamos considerar o problema de valor de contorno em um retangulo gerado pela equacao de Laplace
(P
dxZ = dy?

) S(x,0) = f(x), Gu(x,b) =g(x), 0<x<a
2(0,y) =h(y), L(a,y)=k(y), 0<y <b

Este problema é chamado problema de Neuman. A solugdo deste problema é a soma das solugoes dos
problemas com apenas uma das funcdes f(x), g(x), i(y) e k(y) ndo nulas.
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'a) Resolva o problema MAP2320
T
oxz = ay?

2(x,0) =0, (x,b)=0,0<x <a

| 20,y) =0, (a,y)=k(y), 0<y<b

Vamos procurar uma solugdo na forma de um produto de uma funcio de x por uma funcao de y,
ou seja,

u(x,y) = X(x)Y(y)

Derivando e substituindo-se na equacdo obtemos
X"(x)Y(y) + X(x)Y"(y) =0

que PGd.E‘ ser reescrita como

X"(x) _ _Y'(y)
X(x) Y(y)

O primeiro membro depende apenas de X, enquanto o segundo depende apenas de y. Isto so é
possivel se eles forem iguais a uma constante

XF.F(I) _ _YH(V) .
X(x) Yly)
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Obtemos entao duas equagdes diferenciais ordinarias

{ X"(x) —AX(x) =0, X'(0) =0
Y"(y) +AY(y) =0, Y'(0) =0, Y'(b) =0

A segunda equacao com as condicoes de fronteira tem solucao somente se A = 0 ou

A_n;'-qr

,paran = 1,2,3,... e neste caso a solucdo é da forma

Y(y) =c, Y(y)=cicos nr;y! n=123...

A primeira equagio diferencial com a condigdo X'(0) = 0 tem solugao

X(x) =c2(e7* 4+ e 7%) = Cycosh %

Logo o problema formado pela equacao diferencial parcial e as condicdes de fronteira tem solugtes
da forma

uy(x,y) = X(x)Y(y) = ¢, cos ?’1?;};" cosh HLTI
Além disso, pode-se provar que também séries
ny 1 TX
u(x,y) =co+ Z Cp COS —= 2 cosh —— 5

sdo solucodes.
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Mas para satisfazer a condicao inicial g% (a,y) = k(y), temos que ter

du = N7 nmy nrma
kly) = —(a,y)= ) ——c,cos——senh——
dx H; b b b
- ni nma ny
= H; [fﬂ 5 senh —— 5 cos —— o

Esta ¢ a série de Fourier de cossenos de k(1) com termo constante nulo. Assim pelo Corolirio 2.4 na
pagina 181 se as fungdes k(y), k' (y) sao continuas por partes com média de k(y) igual a zero, entao
os coeficientes sao dados por

u o senh 0 = hf k(y) cos(“ Y )dy, n=1,2,3..

e para ter solucgdo o primeiro coeficiente da série de cossenos de k() tem que ser igual a zero,

b
f k(y)dy =0
0

- - nm nma
Coeficientes da série de cossenos de k(y) a, = —c, sinh—

b b
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(b) Resolva o problema
[ 9%u N *u
dx2 = oy?

4 2 (x,0)=0, 2(x,b)=0,0<x <a

| 2400,y) = h(y), 2(a,y)=0,0<y<b
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Vamos procurar uma solucdo na forma de um produto de uma fung¢io de x por uma funcao de y,
ou seja,

u(x,y) = X(x)Y(y)
Derivando e substituindo-se na equacao obtemos

X"()Y(y) + X(x)Y'(y) =0

que pode ser reescrita como
X"(x) _ _Y'(y)
X(x) Y(y)

O primeiro membro depende apenas de X, enquanto o segundo depende apenas de y. Isto s6 é
possivel se eles forem iguais a uma constante

XFF(I} B _}/H'(

X Y@)
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Obtemos entdo duas equacoes diferenciais ordinarias

X"(x) — AX(x) =0, X'(a) =0
{ Y'(y) +AY(y) =0, Y'(0) =0, Y/(b) =0

2 2

A segunda equacgao com as condicgdes de fronteira tem solucao somente se A =0ou A =
n=1,2,3,...eneste caso a solucdo € da forma

, para

Y(y) =1, Y(y)=crcos L, n=1,23,..

A primeira equagdo diferencial com a condicao X'(#) = 0 tem solugéo

HT

X(Ij - LE('?T x—a) + e ﬁ-'-?llix a) ) — szﬂgh M

b

Logo o problema formado pela equacao diferencial parcial e as condicoes de fronteira tem solugoes

da forma
uy(x,y) = X(x)Y(y) = c, cos ”—?;y cosh w

Além disso, pode-se provar que também séries

ny nm(x —a)
u(x,y) = co —i—ﬂz“ltﬂcns 5 cnshT

sao solucoes.
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Mas para satisfazer a condicdo inicial %% (a,¥) = h(y), temos que ter

ou * nm 17T na
h(y) = a([}, E =~ Cn €OS by SenhT
=1

= i [c”— senh n:;ﬂ] cos ”:y.

Esta é a série de Fourier de cossenos de /() com termo constante nulo. Assim pelo Corolirio 2.4 na
pagina 181 se as fungdes h(y), h'(y) sdo continuas por partes com média de hi(y) igual a zero, entao
os coeficientes sao dados por

cn? E b/ cosn yﬂ'y,n-lZB

e para ter solucdo o primeiro coeficiente da série de cossenos de /i(}) tem que ser igual a zero,
b
f[_ h(y)dy =0

- - nm nma
Coeficientes da série de cossenos de h(y) a, = —c, sinh—

b b
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(c) Por analogia escreva a solu¢do dos problemas com somente f(x) diferente de zero, com somente
¢(x) diferente de zero e determine a solucao do problema de Neuman no caso geral

em que

(P
dxz = ay?

| %(x,0) =f(x), 2(x,b) =g(x), 0<x <a
| 240,y) = h(y), 2(a,y) =k(y), 0<y <b

=0

u(x,y) =co+ul) (x,y) +u® (x,y) +u® (x,y) +u® (x,y),

ulf)(x,y) = Z Cy COS % cosh H(i_ b)

niTx ni
&) (x,y) Z Cn oS —— cosh —= y

")(x,y) = ), cncos 5~ cosh M(E_ :
n=1

3 (k) (x, 1) = Z C,, COS % cosh n:g':c
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com coeficientes dados por

E.:
c,[;”ﬂ:r HH f flx C{}SE&II n=1273..

r:,[;';z:I H:T senh — m‘rb f g[r}ms{ﬂjdr n=123...

I n T _2 [ Y b =
Cn =~ senh — —bfuﬂ‘{y}ms A dy, n=1,2,3...

(k) 7T nma 2 b nit
Cp :'TSE'I"J‘LT = Eﬁ k(y) cﬂs[Ty}dy, n=123...

Coeficientes das séries de cossenos das funcoes que definem as
condicoes de contorno
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() Explique por que este problema nao tem solucao tnica.

() Por que uma constante somada a uma solucao também é solucao do problema.

(e) Explique por que o problema s6 tem solucao se

[ kway = [ hwyy = [ scoax = [*ix =0

(¢) Pois para que tenha solucao f(x),g(x),h(y) e k(y) tem que possuir uma série de cossenos com o
termo constante igual a zero.

No caso do Problema de Neumann sé é possivel escrever a solucao na forma de série
de cossenos e cossenos hiperbdlicos se as funcdes das condicdes de contorno tiverem
média nula.

Caso essa condicao nao seja satisfeita esse método nao funciona — outras opcoes
devem ser investigadas



Problema (lll):

(a) Encontre a solucao para o problema de Neumann

Upy +Uyy =0 0<x<10<y<1
ou ou
3y (x,0) = qr(1 = 2x), 3y (x, 1) = q4(1 = 2x)

auo =qgn(1—2 au1 =qg.(1—2
ax(,y)—qh( y), ax(»Y)—Qk( y)

Perceba que

1 1
j qr(1 — 2x)dx = q(x — x?) = 0
0

e de forma andaloga para os outros contornos, logo é possivel construir solucao
usando séries de cossenos e cossenos hiperbdlicos



Solucgao (I11):

(a) Como as condi¢cdes de contorno sao lineares pode-se usar a tabela para as
séries de cossenos de funcodes lineares

Coeficientes das Séries de Fourier de Funcoes Elementares

[ L :
f:l-LL =R -1<c<d<1 an(f,L) = fl [Jrfi_f'lcc's ”,:Trﬂ’f ba(f,L) = flf I f(t)sen ”:r-”rﬂ
[ ] ! [j"mI L)y = d-c i
A0V, 1, sete|cL,dL LAV E ! t () 1 m
. t) = o { i L s, L)=—=-c ]|
Jea ) { 0, caso contririo an [__J'Ii:]ilf L) % sen :?'” f e L) a CO% % e
‘ nrc
ao(fY.L) = L& - ) oA
1), t, sete[cL,dL] M) [y - n(fea L) =
foat) = ) .. f"'u{_f‘fdr ) = nrd
Jea 0, caso contrario I v nd L (—scoss + sens) |
77 (5 sens + coss) e nre
" nmc
a, =2x*|q‘% x| —sins —2q"% *|—— (ssins + coss)
nr 0 nem 0




Solucgao (I11):

1 . 2q@) | .
al =2 g « (Esmsl’[,‘”) = Z—n (sinnmt —sin0) =0

5 ©) _ nm
a; =2 *2q\% * ey (ssins + coss)|0

a2 = 4q( « < (nm sinnm + cosnm — 0sin 0 — cos O))

n2m?

(-1)" - 1)

n2m?2

a2 = 4q© x <

Quando n é par o termo é nulo, considerando apenas os impares
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Comoa =b = 1, temos:

nmw hnna nmw hnnb -
a,, = C, —Sinh—— = ¢, — sinh—— = ¢, nmw sinhnnm
n n b b n a a n
portanto
aTl
Cph = .
nt sinh ni

Substituindo, o coeficientes da série de senos e ajustando a indexacao
para considerar apenas os termos nao nulos.

8q(0)

¢ = k=012
(2k + 1)3m3 sinh(2k + 1w




A forma geral da solucao é dada por:

u(x,y) = u® (x, )+ u@ (x,y)+ u® (x,y)+ u® (x,y)

Onde:
) — (/) : _
uY)(x,y) = ¢y ” cos(Zk + 1)mx - cosh(2k + 1)m(1 — y)
k=0
u@(x,y) = 2 c,((g) cos(2k + 1)mx - cosh(2k + 1)my
k=0

uM(x,y) = z clgh) cos(2k + 1)my - cosh(2k + 1)m(1 — x)
k=0

u® ) = > ¢ cos(2k + Dy - cosh(2k + 1)mx
y k y
k=0

Os coeficientes sao por:

B 8q k=012
2k + 1373 sinh(2k + D7

Ck

(0)=(f),(g),(h) e (k) respectivamente



Saida grafica
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