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𝑎𝑛 =
𝑛𝜋

𝑏
𝑐𝑛 sinh

𝑛𝜋𝑎

𝑏
Coeficientes da série de cossenos de k(y)
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Coeficientes da série de cossenos de h(y)
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Coeficientes das séries de cossenos das funções que definem as 
condições de contorno 

h
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No caso do Problema de Neumann só é possível escrever a solução na forma de série 
de cossenos e cossenos hiperbólicos se as funções das condições de contorno tiverem 
média nula.

Caso essa condição não seja satisfeita esse método não funciona – outras opções 
devem ser investigadas



Problema (III): 

(a) Encontre a solução para o problema de Neumann

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0 0 ≤ x ≤ 1,  0 ≤ y ≤ 1

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑥, 0 = 𝑞𝑓 1 − 2𝑥 ,

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑥, 1 = 𝑞𝑔 1 − 2𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(0, 𝑦) = 𝑞ℎ(1 − 2𝑦),

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(1, 𝑦) = 𝑞𝑘(1 − 2𝑦)

න
0

1

𝑞𝑓 1 − 2𝑥 𝑑𝑥 = ቚ𝑞𝑓 𝑥 − 𝑥2

0

1
= 0

Perceba que

e de forma análoga para os outros contornos, logo é possível construir solução 
usando séries de cossenos e cossenos hiperbólicos



Solução (III): 

(a) Como as condições de contorno são lineares pode-se usar a tabela para as 
séries de cossenos de funções lineares

𝑎𝑛 = 2 ∗ 𝑞 𝑜 ∗
1

𝑛𝜋
ቚsin 𝑠
0

𝑛𝜋
− 2𝑞 𝑜 ∗

1

𝑛2𝜋2 ቚ𝑠 sin 𝑠 + cos 𝑠
0

𝑛𝜋



Solução (III): 

𝑎𝑛
1 = 2 ∗ 𝑞 𝑜 ∗

1

𝑛𝜋
ȁsin 𝑠 0
𝑛𝜋 =

2𝑞 𝑜

𝑛𝜋
sin 𝑛𝜋 − sin 0 = 0

𝑎𝑛
2 = 2 ∗ 2𝑞 𝑜 ∗

1

𝑛2𝜋2 ቚ𝑠 sin 𝑠 + cos 𝑠
0

𝑛𝜋

𝑎𝑛
2 = 4𝑞 𝑜 ∗

1

𝑛2𝜋2 𝑛𝜋 sin 𝑛𝜋 + cos 𝑛𝜋 − 0 sin 0 − cos 0

𝑎𝑛
2 = 4𝑞 𝑜 ∗

−1 𝑛 − 1

𝑛2𝜋2

𝑎𝑛= − 𝑎𝑛
2 =

8𝑞 𝑜

𝑛2𝜋2

Quando n é par o termo é nulo, considerando apenas os ímpares
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Como 𝑎 = 𝑏 = 1, temos:

𝑎𝑛 = 𝑐𝑛

𝑛𝜋

𝑏
sinh

𝑛𝜋𝑎

𝑏
= 𝑐𝑛

𝑛𝜋

𝑎
sinh

𝑛𝜋𝑏

𝑎
= 𝑐𝑛𝑛𝜋 sinh 𝑛𝜋

portanto

𝑐𝑛 =
𝑎𝑛

𝑛𝜋 sinh 𝑛𝜋

Substituindo, o coeficientes da série de senos e ajustando a indexação 
para considerar apenas os termos não nulos.

𝑐𝑘 =
8𝑞 𝑜

2𝑘 + 1 3𝜋3 sinh 2𝑘 + 1 𝜋
, 𝑘 = 0,1,2 ⋯



A forma geral da solução é dada por:

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑢(𝑓) 𝑥, 𝑦 + 𝑢(𝑔) 𝑥, 𝑦 + 𝑢(ℎ) 𝑥, 𝑦 + 𝑢(𝑘) 𝑥, 𝑦

Onde:

𝑢(𝑓) 𝑥, 𝑦 = 

𝑘=0

∞

𝑐𝑘
(𝑓)

cos 2𝑘 + 1 𝜋𝑥 ∙ cosh 2𝑘 + 1 𝜋 1 − 𝑦

𝑢(𝑔) 𝑥, 𝑦 = 

𝑘=0

∞

𝑐𝑘
(𝑔)

cos 2𝑘 + 1 𝜋𝑥 ∙ cosh 2𝑘 + 1 𝜋𝑦

𝑢(ℎ) 𝑥, 𝑦 = 

𝑘=0

∞

𝑐𝑘
(ℎ)

cos 2𝑘 + 1 𝜋𝑦 ∙ cosh 2𝑘 + 1 𝜋 1 − 𝑥

𝑢(𝑘) 𝑥, 𝑦 = 

𝑘=0

∞

𝑐𝑘
(𝑘)

cos 2𝑘 + 1 𝜋𝑦 ∙ cosh 2𝑘 + 1 𝜋𝑥

Os coeficientes são por:

, 𝑘 = 0,1,2 ⋯

(o)=(f),(g),(h) e (k) respectivamente

𝑐𝑘 =
8𝑞 𝑜

2𝑘 + 1 3𝜋3 sinh 2𝑘 + 1 𝜋



Saída gráfica
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Roteiro do curso

• Introdução

• Séries de Fourier

• Método de Diferenças Finitas

• Equação do calor transiente (parabólica)

• Equação de Poisson (elíptica)

• Equação da onda (hiperbólica)


