Filtros de Wiener



Introducdo a Filtragem Linear Otima

7

% Esta aula trata de uma classe de filtros lineares 6timos discretos no tempo
conhecidos como Filtros de Wiener.

» A teoria para um filtro de Wiener é formulada para o caso geral de
séries temporais de valor complexo com o filtro especificado em termos
de sua resposta impulsiva. A razao para 0 uso destas séries é que em
muitas situacdes praticas (ex. comunicacao, radar, sonar) o sinal de
banda base de interesse aparece na forma complexa.

« O termo banda base é usado para designar a banda de frequéncias
do sinal original gerado pela fonte de informacéao.

« Este estudo é iniciado pelo problema da filtragem linear 6tima...



Introducdo a Filtragem Linear Otima

“ Seja o filtro linear discreto no tempo:

Given input sampies and filter coefficients Conditions at time n
" Y- ~Ae ‘
Desired
Input Linear Output response
uQpu(t)u(@), see|  discrete-time ) din)
. filter - +
W W Wy, e9e

Estimation
emor

ei{n)

Block diagram representation of the statistical filtering problem.

» A entrada consiste de uma série temporal u(0), u(1), u(2),..., e o filtro é caracterizado pela resposta
impulsiva wg, Wy, W,, ...

» Em um tempo discreto n, o filtro produz uma saida denotada por y(n). Esta saida é usada para prover
uma estimativa de uma resposta desejada que pode ser denotada por d(n).

» Com aentrada do filtro e a resposta desejada representando realizaces simples de processos
estocasticos, a estimacdo € acompanhada por um erro com caracteristicas estatisticas proprias. Em
particular, o erro estimado, denotado por e(n), é definido como sendo a diferenca entre a resposta
desejada d(n) e a saida do filtro y(n). O requisito basico é fazer o erro estimado e(n) o menor possivel
num sentido estatistico.



Introduc&o a Filtragem Linear Otima
% Até aqui, duas restricbes foram impostas ao filtro:
» O filtro é linear, o que facilita sua analise matematica

» O filtro opera num tempo discreto, o que torna possivel sua
Implementacao usando hardware/software digital.

“ Entretanto, os detalhes finais da especificacao do filtro dependem de duas
outras escolhas a serem feitas:

» Se a resposta impulsiva é de duracao finita ou infinita

* A escolha da duracéo finita (finite-duration impulse response, FIR)
ou infinita (infinite-duration impulse response, IIR) é ditada por
considerac0Oes praticas.

» Qual o tipo de critério estatistico sera usada para a otimizacao.

« A escolha do critério estatistico para otimizacéao do filtro é
influenciada pela tratabilidade (acessabilidade) matematica.



Em resumo: Problema que se encontra em engenharia:
“ Estimacao de um sinal desejado [ s(n) ] a partir de um outro [ x(n) |
em que x(n) consiste do sinal desejado mais um sinal de ruido ou
interferéncia v(n).
X(n) = s(n) + v(n)
» objetivo:
projetar um filtro que minimiza a interferéncia aditiva e a0 mesmo
tempo preserva as caracteristicas do sinal desejado.
¢ Filtros Classicos:
Os filtros passa baixas, etc., raramente restauram o sinal em algum sentido
otimo.
¢ Solucao:
Filtros de Wiener ou entao de Kalman.

Utilizam métodos dos minimos quadrados



1. Introducao ao problema

I

I
x(n)=s(n>+v(n>:—> H(z) A\ i(% > e(n) =s(n)—Ss(n)
I i &

: estimativa Otima de s(n) Erro na estimativa

s* Problema:

» Projeto de um filtro com resposta ao impulso h(n) que produz uma
estimativa 6tima de s(n).

o Critério:

» O erro quadratico meédio entre as amostras originais e as estimadas
deve ser minimo, isto €&,

e = E[ () lun

> Este critério tem a vantagem de ser simples na implementacéo e no
tratamento matematico



2. Filtro de Wiener FIR

\/

«» Admitindo um filtro FIR com M coeficientes constantes, entao:

M -1
H(z)= ) h()z!
|=0

\/

% Sendo x(n) o sinal de entrada, entdo o sinal estimado sera dado pela soma
convolucéao entre h(n) e x(n). Assim:

§(n) = Mz_lh(l)x(n—l)

*» Problema:

» Encontrar os coeficientes h(k) : k =0, 1, ... M-1 tal que o erro quadratico
medio seja minimo, isto é:

e =E]e(n) ] = E] s() =81 P Jaimo



3. Calculo dos h(k)
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% Derivando ¢ em relacéo a h'(k) tem-se:

os aE[e(n)e (n)] ( ) e (n) _0
oh™ (k) oh” (k) oh™ (k) |

\/

% Derivada do conjugado do erro:

ae*(n) _ a(s(n) — §(n))* _ (n—K) substituindo
oh”™ (k) oh™ (k)

< Para que o erro seja minimo tem-se que:

Ele(n)x" (n-k)|=0 :k=0,1--,M -1 XL

» Sinal de erro e de entrada devem ser ortogonais. \/

e

> Principio da ortogonalidade.



> como: e(n) =s(n)—5(n)=-s(n)— MZlh(l)x(n —1)

> substituindo na equagéao anterior: E[e(n) X (N— k)] =0 tem-se:

E s(n)x*(n—k)—Mz_llh(l)x(n—l)x*(n—k) Y

Els(n)x” (n—k)|- Mz_lh(l)E[x(n ~I)X"(n-k)|=0

» portanto:

M- Equacoes
(k)= > hOr,(k—1) :k=01--,M~-1  deWiner
1=0 Hopf



< Na forma matricial: R,.h=r,

_ " (0) ") KM -1 Matriz de Toeplitz
R = r. (1) r.(0) o 1 (M —2) (hermitiana)
s S .
_rx(M _1) rx(l\/l _2) rx(o)
- h(O) -, (0)
e | MO || R
'h(m-1) | I (m=1) |

** Erro minimo: -
evin =I5 (N) — Z h(Dr, (1)
=0
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4. Aplicacao pratica

K/

o (K) = 15 (k)

Xx(n)=s(n)+v(n) = R —R.+R,

\/

% e as equacoes de Wiener-Hopf se tornam:

R.+R, h=r,

\/

% Solucao das equacoes

R,.h=r, —— R,Matrizde Toeplitz (hermitiana)
X = [XT]

Algoritmos de Levinson
e de Cholesky

% Em muitas aplicac6es sinal e ruido sdo admitidos descorrelacionados.
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5. Filtro de Wiener como supressor de ruido

» Estimacéo de um sinal s(n) a partir de uma medida x(n) contaminada
por ruido aditivo.

x(n) =s(n) + v,(n)

> Neste caso, as estatisticas do ruido sao obtidas através de um sensor
secundario como mostra a figura.

» O sinal é utilizado para estimar o ruido v,(n).

Sé,i?naﬁl x(n) = s(n) +v, (n) :@_) §(n) = x(n)— ¥, (n)

V,(Nn i i "
ruido 2( ) ) Filtro ?1?”\;V|ener vl(n)

» Os ruidos medidos nos dois sensores sao correlacionados mas nao sao
iguais; O filtro estima v,(n) a partir de v,(n).
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% Obtencao das equacoes de Wiener-Hopf
» Sinal de entrada v,(n)

» sinal a ser estimado v,(n)

> eguacOes de Wiener-Hopf: = R h=r

» Calculo da correlacao cruzada:

Vv, () — EV L(Mv,(n— k)] E[X(n) S(n))vz (n— k)]
= E[x(n)v; (n—Kk) |- E[s(n)v; (n— k)]

= _X(n)Vz (n—=k)|= Ny, (6)

> Portanto: ?Vzh — rxv2

» Observe que x(n) e v,(n) sao sinais disponiveis e portanto & possivel
uma implementacao pratica deste filtro.

13



5.1 Exemplo
> Sinal desejado: s(n)=sen(vv0n+<|>) onde;wo = 0.1

» Os sinais de ruido foram gerados considerando um modelo AR(1):
v;(n) =0.8v;(n—-1)+g(n)

ondeg(n):ruidobranco
Vz(n) 06Vz(n 1)+9(n)
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6. Filtro de Wiener IIR

» Neste caso h(n) tem duracéo infinita.

» Teme-se disponivel uma medida x(n) contaminada por ruido aditivo.
x(n) =s(n) + v(n)

» Dois tipos de filtros: causal e ndo causal.

6.1 Filtro de Wiener nao causal

» Saida do filtro:  S(N) = ih(l)x(n—l)

| =—0

» Problema: Encontrar o filtro que minimiza o erro quadratico médio:

€= Eh e(n) |2]= E|l s(n)—S(n) |2]|v||'|\|||v|o

» Solucéo: derivando o erro com relacéo aos h'(k) tem-se que:

ih(l)rx(k—l) —r, (k) :—oo<k<oo

|=—0
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% No dominio da frequéncia:
Py (™)
P.(e™)

» Erro quadratico médio minimo:

HeM) =

o0

e == [Py ) HlE™ B Jaw =1, 0)- Sl 0)

| =—c0

> No caso de sinal e ruido serem descorrelacionados:

P, (")
P, (") +P.(e")

He") =

P. (e Wy > P (e ™) = H(e™)~1 ==> Sinal predominante
P. (e j"") << P, (e jW) = H (e jW) ~ () === ruido predominante
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6.2 Exemplo
2
og

> Sinal AR(1) com dep: P, (2) =
1-az")(1-az)

, o 2
» Ruido branco com variancia: o,

by

» Resposta do filtro: H (z) — W > (1 _1)(1 )
o, to,(l—az — oz

> admitindo: b, =0.5; a=0.5; ('53 =0.25

0.4688
(1-0.234427")(1-0.2344 2)

H(z) = h(n) = 0.496 x0.2344 "

» Errominimo:  EyN = G\?h(()) =0.124
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Apéndice

Exemplos de filtragem de um sinal de voz
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Filtro de Kalman
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Filtro de Wiener
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Filtro de Butterworth
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Tabela Comparativa

Filtro Aumento na SNR
Butterworth 5dB
Wiener 8 dB
Kalman 18 dB
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