Nelson Kuhl (IME/USP)

Interpolacao

Interpolacdo Polinomial - Forma de Lagrange

Nelson Kuhl
IME/USP

10 de novembro de 2020

Interpolagdo



Revisao e comentarios

@ Vamos denotar por P, o espaco vetorial de dimensdo n+ 1 gerado
pelos polinémios reais de grau menor ou igual a n;
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Revisao e comentarios

@ Vamos denotar por P, o espaco vetorial de dimensdo n+ 1 gerado
pelos polinémios reais de grau menor ou igual a n;
@ dada a tabela
X ‘ X0 X1 ... Xp
yivo oo v

s (1)
onde x; # X; se i # j, sabemos que existe um tinico polinémio

pn € Pp tal que pa(x;) = yi, 0 < i < n, chamado de polindmio
interpolador da tabela;

Nelson Kuhl (IME/USP) Interpolacdo 10 de novembro de 2020 2/6



Revisao e comentarios

@ Vamos denotar por P, o espaco vetorial de dimensdo n+ 1 gerado
pelos polinémios reais de grau menor ou igual a n;
© dada a tabela
x‘xo X1 ... Xpn (1)
yivo vi o va’

onde x; # x; se i # j, sabemos que existe um unico polindmio
pn € Py tal que pp(x;) = yi, 0 < i < n, chamado de polinémio
interpolador da tabela;

© escolhendo-se bases diferentes para P, obteremos representacdes
diferentes para este (nico polindmio interpolador.
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Os polindbmios L

Definicdo 1
Considere os pontos {x;}"_, da tabela (1). Para cada k=0, 1, ...n,
defina

n
X — Xj
L(x) =11 o )J( (2)
j=0 "k 7
£k
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Os polindbmios L

Definicdo 1
Considere os pontos {x;}"_, da tabela (1). Para cada k=0, 1, ...n,
defina .,
X — Xj
Le(x) = L. 2
=TI ;=% @
j=0
JFk )
Propriedades:
e L, é um polindmio de grau exatamente n, 0 < k < n; (3)
0 | # k
o Li(xi) = Se,.# , 0<k<n (4)
1 sei=k
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A forma de Lagrange

Teorema 1

O polindmio interpolador p, da tabela (1) pode ser representado como

plx) = 3" yili(x). (5)
k=0

Esta representacdo é chamada de forma de Lagrange para o polinémio
interpolador.
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A forma de Lagrange

Teorema 1
O polindmio interpolador p, da tabela (1) pode ser representado como

plx) = 3" yili(x). (5)
k=0

Esta representacdo é chamada de forma de Lagrange para o polinémio
interpolador.

Demonstragdo Defina a fungdo q(x) = >} _ ykLk(x). Da propriedade
(3), segue que esta fungdo é um polinémio de grau menor ou igual a n. E
da propriedade (4) obtemos q(x;) = y;, 0 < i < n. Como o polindmio
interpolador é Unico, segue que g = pp.

Observacao: Os polindmios {Lx}}_, formam uma base para P,.

Nelson Kuhl (IME/USP) Interpolacdo 10 de novembro de 2020 4/6



Exemplo
Retornando ao exemplo da aula anterior

X ‘ -1 0
1

2x |

12
2 4

NI =

comxo:—l,x1:O,x2:1,X3:2,y0:%,ylzl,y2:2ey3:4:
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Exemplo

Retornando ao exemplo da aula anterior

comxoz—1,x1:0,x2:1,X3:2,y0:§,y1:1,y2:2ey3:4:

N+ |_|

Lo(x) = (x=0)(x —1)(x—2) _ _x(x —1)(x—2)
i (-1-0)(-1-1)(-1-2) 6

La(x) = (x+1)(x—1)(x—2)  (x+1)(x—1)(x —2)
' (0+1)(0-1)(0-2) 5

Lo(x) = (x+1)(x=0)(x—-2) (X+1)x(x—2)

i 1+1)(1-0)(1-2) 5

L3(x) = (x+DEx-0)(x—-1)  (x+1)x(x-1)

= eine-oge-n - 6
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Exemplo

O polinémio interpolador na forma de Lagrange é ent3o dado por

p3(X) = % . Lo(X) +1- Ll(X) +2- L2(X) + 4. L3(X)

_ x(x=D(x=2)  (x+1)(x-1)(x—2)
12 2

(x+1)x(x —2) + %(x + 1)x(x — 1).

Exercico Agrupe as poténcias de x e verifique que obtemos exatamente a
expressdo da aula anterior para a representacao do polindmio interpolador
na base canénica {1, x,x2,x3} de Ps.
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