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1 Campo tensorial objetivo

A descricao do movimento de uma propriedade fisica, geralmente depende do
referencial escolhido. Considerando a mudanga de observador, de um vetor
escrito na descrigao espacial (Euleriana), dada pela equagao 1.

X = Q(t)x + cft) (1)

A mudanga de observador para a velocidade se da pela equagao 2.

(X, 1) = QUX(X, t) + &(t) + Q(t)x(X, t) (2)

Percebe-se que as quantias ¢(t), Q(t) dependem do referencial escolhido [11]

Considerando a transformagdo do tensor gradiente de mudanca de con-
figuracao, quando a configuragao de referéncia nao depende do observador es-
colhido, tem-se J* = det(F*) = det(F) = J. Esse fato é facilmente comprovado
fisicamente uma vez que a mudanca de volume de um corpo independe do ob-
servador escolhido (pg = Jp). Considerando que a configuragao de referencia é
independente do o bservador, tem-se que um elemento de curva em um corpo,
utilizando a descrigdo espacial, transforma de acordo com a equagao 1, por
outro lado, um elemento de curva em um corpo na configuragao inicial, nao
serao afetadas pela mudanca de observador.

Considerando T um tensor Euleriano de orden n (n = 1,2,3,..) este é con-
siderado objetivo quando transforma de acordo com a equagao 3 para o caso de
n=2.

T*(x",t) = Q(t)T(x, t)Q(t) (3)

No caso de T ser um tensor lagrangeano de orden n (n = 1,2,3,..) este é
considerado objetivo quando transforma de acordo com a equagao 4 para o caso
de n = 2.

T*(X*,t) = T(X, t) (4)

Ou seja, T, na descrigao Lagrangeana, nao é afetado por uma mudanca de
observador [11].



Nesse ponto ¢é interessante notar que o tensor gradiente de mudanca de con-
figuracao F é um tensor objetivo de dois pontos, ou seja, conecta a configuragao
de referéncia com a configuracao corrente. Esse fato decorre que os elementos
dX e dx sao arbitrarios.

Tem-se que campos escalares Eulerianos sao associados de maneira univoca
com campos escalares Lagrangeanos (ou vice e versa), porém para campos ve-
toriais e tensoriais essa conexao se da pelo tensor gradiente de mudanca de
configuracao F e seu inverso, porém essa associacao nao € tnica como pode-se
comprovar considerando o campo vetorial de velocidades, v, (Euleriano). Por-
tanto FTv e BTv sdo campos vetoriais Lagrangeanos, porém nao sio iguais.
Esses caso ocampo vetorial é covariante e contravariante respectivamente.

FTv e BTv sdo conhecidos como campo Lagrangeano induzidos. No caso de
V ser um campo Lagrangeano, FV e BV sao conhecidos como campo Euleriano
induzido [11].

Por fim define-se que um campo tensorial é dito objetivo, se e somente se,
cada um de seus campos induzidos forem objetivos [11]. Portanto:

vi=Qve ATy = ATv & B*Tv* = BTv

Segue que a equagao 2 nao é considerado um campo tensorial objetivo, uma
vez que X* (X, t) # Q(t)x(X, t). Portanto, pode-se afirmar que:

0
— (campo Euleriano Objetivo) # campo Euleriano Objetivo

ot

Uma vez que (sendo v um campo vetorial objetivo Euleriano):

vE=Qv+Qv

Por outro lado,

a(campo Lagrangeano Objetivo) = campo Langrangeano Objetivo
Uma vez que FTv é um campo Lagrangeano objetivo, tem-se o seguinte
campo objetivo:

2(FTv)=FT(¥v+TIv)
Onde T';; = dv; /x; é o gradiente de velocidade [11].

1.0.1 Objetividade da taxa do tensor de tensao

Na mecanica do continuo, a taxa do tensor de tensoes objetiva, é definida como
sendo a derivada no tempo do tensor de tensoes que nao depende do referencial
escolhido para realizar as andlises. Esta possui grande relevancia na descrigao
do comportamento do material por suas equagoes constitutivas [11].

As leis constitutivas, que governam o comportamento do material, sao co-
mumente escritas de forma incremental, ou seja utilizando as razoes de tensao



e deformacdo. Estas leis devem ser independentes do referencial adotado (ob-
jetivas). No caso do tensor de tensdes e de deformagoes forem Lagrangeanos,
essa condigao é automaticamente satisfeita, porém no caso de se utilizar a de-
scricao Euleriana, como é o caso do tensor das taxa das tensoes de Cauchy,
a objetividade nao é garantida mesmo em se utilizando tensor de deformacao
objetivos.

Como mencionado anteriormente, o tensor de tensdes de Cauchy se trans-
forma como mostrado na equagao 5

T* = QTQ" ()
J4 a taxa desse tensor fica escrita conforme apresentado na equagao 6
oT* . o o - -
¢ — QTQ" +QTQ" +QTQ" # QTQ (6)

Portanto a taxa do tensor de tensoes de Cauchy nao é objetiva [9].

Adicionalmente, quando um elemento sélido passa por grandes deformagoes,
as componentes do tensor de tensao variam como resultado de uma rotagao
material, sendo que essas mudancgas ocorrem mesmo na auséncia de deformagao
adicional, e portanto estas também devem ser levadas em conta na formulagao
das leis constitutivas que envolvem [7].

Por outro lado, as leis constitutivas formuladas para pequenas deformacoes
e distorgoes, varias vezes sao generalizadas para aplicagoes com grandes de-
formagoes simplemente aplicando essas leis considerando o sistema de referéncias
nao rotacionado, ou equivalentemente, usando a taxa de rotacao. Essas aprox-
imagoes podem resultar em estimativas incorretas de tenséao [6].

Adicionalmente, analises ndo lineares utilizando o método dos elementos fini-
tos (MEF) estao se tornando cada vez mais importantes no desenvolvimento de
projetos de engenharia modernos. As fontes de nao linearidades advem basica-
mente de trés fontes distintas, uma relacionada ao comportamento nao linear
do material (néo linearidade cosntitutiva ou fisica), outra devido a geometria
(equilibrio calculado na posicao deslocada - nao linearidade geométrica) e ha
também o problema de contato.

Considerando a nao linearidade constitutiva, tem-se que as equagoes que
governam o comportamento nao linear do material normalmente é escrita de
forma incremental (como mencionado anteriormente), onde a solugao do prob-
lema, em muitas vezes é construida como sendo uma série de problemas lineares
[10].

Ja a nao linearidade geométrica foi inicialmente considerada como uma
rigidez geométrica incremental [10]. Ambas ndo linearidades podem levar a
grandes deformacoes, onde as equagoes escritas para pequenas deformagoes po-
dem resultar em erros consideraveis. Uma das caracteristicas importantes nesse
tipo de andlise é que os tesnsores devem ser objetivos.

Embora a escolha da formulagao adotada ser uma questao de conveniéncia,
é preferivel escolher uma formulagio que seja objetiva [4]. Para tal é importante
escolher tensores de deformacao, e principalmente de tensao objetivos. Existem



diversas taxas de tensores de tensao que resultam campos tensoriais objetivos
como o tensor de Truesdell, Green-Naghdi, Zaremba-Jaumann, Piola Kirchoff,
etc. Algumas formas de taxas objetivas estdo apresentadas abaixo [3] e [1].

TgN = Tm — Qi Trj — TinQ; — Green — Naghdi

T{g]C = Ti; — wixTrj — Tipwij — Jaumann — Cauchy

Tz(; =T} — wixThj — Tixwij + Tijvie — Jaumann — Kirchof f
Tz? = sz + LyiTyj — TiwLy; — Convected

szv =T; — LiTkj — TiLjx — Oldroyd

Por outro lado, ha problemas relacionados com a conservagao de energia, que
para alguns materiais podem ser ignorados pois resultam em pequenos erros,
porém isso nao é verdade para alguns materiais como para espumas rigidas,
solos, alguns tecidos biolégicos, rochas, alguns tipos de madeiras leves, etc [3]. E
esses erros afetam vérios cddigos comerciais de elementos finitos. Ainda segundo
Bazant (2014), existem 3 tipos de violagbes da consisténcia de energia. Um
primeiro tipo é devido a omissao de termos volumétricos na taxa de Jaumann-
Cauchy e na taxa de Green-Naghdi, afetando materiais altamente compressiveis.

Um segundo tipo é devido a mensuragao errada das rotacoes na taxa de
Green-Naghdi. J4 o terceiro tipo é devido a utilizar uma taxa de tensao com
um tensor de deformagoes que nao sao conjugados energéticos. Vale mencionar
que a taxa de Green-Naghdi nao possui conjugado energético com nenhum tensor
de deformagao [3].

Haja visto que as taxas de tensao de Green-Naghdi e Jaumann-Cauchy, que
sao mais comumente empregadas nos pacotes de elementos finitos comerciais,
levam a erros de conservacao de energia, Bazant2014 recomenda utilizar a taxa
de Jaumann da tensao de Kirchoff, uma vez que essa taxa conserva energia.
Vale mencionar que o tensor de deformagdo de Green-Lagrange é conjugado
energético dessa taxa de tensao.

Com o uso de materiais compoésitos se tornando cada vez mais comum, de-
vido as suas excelentes propriedades mecénicas e baixo peso, torna-se de suma
importancia se simular a estrutura fabricada com esse material, assim como o
processo de fabricagao dessa estrutura. Nesses materiais, as fibras possuem um
didmetro muito pequeno (5 — 7um para fibra de carbono), e essas fibras sao re-
unidas em formas de fios ou laminas, que em uma escala macroscépica formam
tecidos, com varios tipos de arranjos. O comportamento mecanico desses tecidos
sao bastante especificos devido ao deslocamento relativo das fibras, sendo que
estas possuem um elevada rigidez e resisténcia quando tracionadas, porém com
muito baixa rigidez a flexdo e ao cisalhamento, devido ao movimento relativo
das fibras [2].
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Figure 1: Base rotacionada de Green-Naghdi [2]

Porém a utilizagdo mais comum desses materiais faz-se com a resina em
estado sélido, o que evita o deslocamento relativo das fibras. Mas, para esses
mesmos materiais, durante alguns tipos de processo de fabricagao, como é o caso
da termoformagao, RTM (Resin Transfer Moulding), LCM (Liquid Composit
Moulding), etc, a resina estd ausente ou nao estd curada (caso dos termofixos)
ou solidificada (caso dos termopldsticos).

A simulagao dos processos que envolvem tecidos devem modelar de forma
correta o comportamento mecanico desse meio fibroso através de leis constitu-
tivas adequadas. A natureza multi-escala dos materiais compdsitos permitem
uma abordagem continua ou discreta para modelos de elementos finitos utiliza-
dos durante o processo de termoformagao. [5]. No modelo discreto, cada fibra
ou fio de fibras s@ao modelados, o que limita esse tipo de abordagem a pequenos
dominios [12]. Por outro lado os modelos continuos consideram esse material
como um continuo, nao fazendo distingdo das fibras e fios [8]. Mais detalhes
sobre modelos discretos e continuos serao discutidos mais adiante no texto em
secoes dedicadas.

Como o material utilizado nesse trabalho sao laminas unidirecionais, a lei
constitutiva que desecreve o comportamento desse material é orientada pelo
vetor unitdrio f (figura 1). A base nao rotacionada é dada pelos versores €.
Essa base é rotacionada pelo tensor Q, resultando na base e;. A direcao de f
ndo é necessariamente constante em relagio a e; [2].

Dado que a orientacao da fibra é material (Lagrangeana), esta é transfor-
mada pelo tensor gradiente de mudanga de configuragao f; = Ff, por outro lado,
como mencionado anteriormente, a base é rotacionada por e; = Qe? (figura 1).
Para resolver esse problema Badel2008 sugere dois métodos.

O primeiro utiliza a taxa objetiva de Juamann, sendo esta a mais utilizada
e realizando os calculos no sistema rotacionado correspondente. Uma vantagem



desse método é a possibilidade de se utilizar o sistema rotacionado fornecido
pelos pacotes de elementos finitos comerciais.

Uma segunda abordagem consiste em utilizar uma taxa objetiva do tensor
de tensoes aplicada na equacao abaixo.

TV=C:D (3)

Onde TV é uma taxa objetiva para o tensor de tensces de Cauchy, D é a
taxa do tensor de deformagoes.

1.0.2 Rastreamento da diregao da fibra

Considere que o tensor Q seja o mesmo que o tensor de rotagdo R da de-

composicao polar. Esse procedimento é realizado pelos cédigos comerciais de

elementos finitos. Esses c6digos fornecem o tensor de tensao do incremento an-

terior, [T"]en, € 0 incremento de deformagao do incremento atual, [Ae€] nt1/2,
1

sendo necessario somente calcular o tensor constitutivo, conforme apresentado
na equagdo 4 no caso de materias refor¢ados por fibra [2].

[TnJrl}e’.“*l _ [Tn]ei" + [Cn+1/2]e;‘+1/2[Ade?+1/2 4)

i

Esse tensor constitutivo é conhecido no sistema ortonormal dado pela base
f, sendo que a diregao da fibra é paralela a f;. Segue que a mudanga de base
deve ser realizada entre fin /2 e?+1/ 2. Assume-se que as duas bases sao
coincidentes quando ¢t = 0. A base e; é rotacionada pelo tensor R através da

relacao e; = R;; - Y. Enquato a diregao da fibra,f; é obtida pela equagdo 5.

F-ef
fi = ——o (5)
IF e

O tensor gradiente de mudanca de configuragao, F, e o tensor dew rotagao
R sao fornecidos pelo programa de elementos finitos para cada incremento. De
forma andloga, utilizando €3 e F a direcdo transversal & fibra dada pelo vetor
fa conforme as equagoes 6 e 7.

f2:F~eg (6)
 H—(f2 )
= |- @ ) "

Por fim, o terceiro vetor, f3 é obtido pelo produto vetorial entre f; e f3. A
rotacao entre as bases e; e f; é dada pela equcao 8.

O =fiwe = (fjiewe; = (fj- ej)e; © e (8)

Essa rotagao resulta nas matrizes de mudanga de base A e A’ . Essa matriz
é apresentada na equacgao 9.



2 2(f)a(f1)a
A[(fwc(fb)d (fe>c<ff>d+<ff>c<fe>d} )

A matriz A’ é dada por:
r_ (fa)2 2(fe)a<ff)a
A= [(fab(fd)b (fo)elfa)s + (fc>f<fd>e] (10)

Onde: a = 1, 2, 3 refere-se ao indice das linhas, b = 1, 2, 3 refere-se ao indice
das colunas, (¢,d) = (1,2);(2,3);(3,1) refere-se os indices das linhas e (e, f) =
(1,2);(2,3);(3,1) refere-se os indices das colunas.

Portanto o tensor de tensao rotacionado para a base e; é dado pela equagao 11.

[T]ei =A- [T]fi (11)

Ja o tensor de tensao na base f; é dado pela equacao 12.

[T]fi =A' [T]ei (12)
A lei constitutiva é rotacionada pela equagao 13.
[Cle; = A - [C]g A’ (13)

Por outro lado, pode-se definir o sistema rotacionado em relagao a direcao da
fibra, conforme mostra a figura 2. Nessa abordagem o sistema rotacionado é fj,
e a diregao da fibra dada pelo vetor f;, assim como mencionado anteriormente.

Figure 2: Bases adotadas para o rastreamento da fibra [2]

Nesse caso o tensor de rotagao é © e Badel2008 propos uma nova taxa
objetiva para o tensor de tensoes dada pela equacao 14



d .
TW<I>-<dt(<I>T.T<I>)>-<I>TT+T~Q¢Q¢.T (14)

Onde Q, = ®- @7, Sendo que o incremento no tensor de tensio ¢ calculado
conforme a equagao 15.

(T gnis = [T ep + [CF2] s/ [l (15)

A orientacao da fibra é dada pelo vetor f; obtido utilizando o tensor gradiente
de mudanca de configuragao, F, e a rotagao entre as bases €? e f; ¢ dada pela
equagao 16.

O=fiwe) =) e ®e =(fj e)e) ®ef (16)

No programa de elementos finitos comercial ABAQUST™™ | o incremento
de deformagao Ae é fornecido na base de Green-Naghdi, e;. Portanto obtendo
o tensor de rotagao ® da fibra, pode-se efetuar a mudanga de base. No caso
do ABAQUS™M | pode-se obter o tensor de rotacio através da decomposicio
polar, e portanto o tensor de mudancga de base é dado pela equagao 17 [2]

®RT =0© (17)

O procedimento descrito deve ser implementado para calcular o incremento
do tensor de tensao. Um exemplo de aplicacao é para calcular o comportamento
de um tecido de material compdésito de fibras de carbono unidirecional, pré-
impregnado com resina epéxi, durante a simulagao o processo de termoformagao.
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